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Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen.
Von Yictor Freiherrn v, Lichtenfels.

Bei einem so ausgedehnten Gebrauche wie ihn die mathemati-
sehe Analysis auf fast allen ihren Gebieten von den lincaren algehrai-
schen Gleichungen zu machen sich gendthiget sicht, konnte es nicht
fehlen, dass dieselben bereits zu wiederholtenmalen als Gegenstand
von Untersuchungen gewiihlt und diese wieder von den verschieden-
sten Standpunkten ausgefithrt wurden. Dessenungeachtet kisst sich
ihre Theorie noeh nieht als zum Absehluss gebracht ansehen, vor-
nehmlich darum, weil zu Folge des, durch dic Mannigfaltigkeit der
Anwendung linearer algebraischer Gleichungen wie etwa in der Wel-
lenlelre, Methode der kleinsten Quadrate, Theorie der Maxima und
Minima, Transformation der Variablen u.s. w. bedingten letzterwiithn-
ten Umstandes nicht nur gewisse Partien derselben einer tieferen
Durchbildung sieh erfreuen als andere, sondern auch deren Verbin-
dung zu cinem geschlossenen Ganzen durch einzelne offengelassene
Liicken hintangehalten blich. Man besitzt niimlich allerdings ein von
Krammer herrilhrendes combinatorisehes Yerfahren zur Auflosung
der bestimmten Gleichungen und somit auch zur Herstellung der
Eliminationsgleichung der correspondirenden unbestimmten Glei-
chungen— demn es lisst sich ju dieselbe sehr leicht bilden aus dem

allen erwiihnten Auflosungen gemeinschaftlichen Nenner — auch wurde
dieser gewihnlich mit dem Namen der Determinante belegte Nenner
hinsichtlieh seiner combinatorischen Eigenschaften schon mehrfach
untersucht, und von jener Eliminationsgleichung, falls sie einem
symmetrischen Gleichungssysteme angehirt, ferner hewiesen, sie
lasse nur reelle Wurzeln zu; aber nicht allein entbehrte man aller
Vorkenntnisse iiber Grisse und was inshesondere wichtig erscheint
ither die Zeichen solcher Wurzeln, es fehlte auch an einer einfachen
und zweekmiissigen Methode zur Ermittelung der Unbekannten aus
den unbestimmten Gleichungen.

Da nun der Verfasser Gelegenheit hatte die hesprochenen Miingel
zu fithlen, so ward es sein Bestreben denselben doch in etwas abzu-
helfen. Die erzielten Resultate nun darzulegen, ist der Zweck naeh-
folgender Bliiter.
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Man findet in denselben nach Durehfithrung einer Eintheilung der
linearen algebraisehen Gleichungen, deren Bezeichnungen wir bereits
gebrauchten, wenn oben von symmetrischen, bestimmten und unbe-
stimm{en Gleichungen gesprochen wurde, und nebst einer, aus den im
letzten Abschnitte entwieckelten Formeln hergeleiteten Completirung
der von Krammer fiir die Auflosung bestimmter Gleichungen ange-
gebenen combinatorischen Methode, den Nachweis ihrer Verwendbar-
keit aueh zur Auflosung der unbestimmten Gleichungen enthaltend,
zuvorderstein eigenthiimliches uniformes Yerfahren die unbestimmten
undmittelst der dabei gewonnenen Grossen auch die correspondirenden
hestimmten Gleichungen aufzulosen, ferner damit in engstem Zusam-
menhange eine, die bisher gangbare an Beguemlichkeit iibertreffende
Methode die bewusste Eliminationsgleichung herzustellen und end-
lich eine gewisse Zah! von Kennzeichen zur Beurtheilung ihrer zu
erwartenden Wurzeln.

Sind Py, P, P;,...P, homogene nach den Unbekannten die
wir mit @y, @y @5. . .2, bezeichnen woilen, lineare Polynome, so ist
die allgemeinste Form lincarer algebraischer Gleichungen :

Py=py, Py=ps, Py=ps,.. . Po= ), ()

wo die py, pes pss. - . p, Grossen bedeuten, welche die Unbekannten
nicht mehr enthalten. Diese Gleichungen sind ihrer Zahl nach zur
Bestimmung der Unbekannten als endliche Werthe nothwendig und —
deun nur fiir besondere spiiter noeh zu erwihnende unter den in
ihnen erscheinenden Coéfficienten statthabende Relationen héren sie
auf dies zu sein — ihrer Form nach auch hinreichend, wenn von den
Grossen pg, pas ps». - . p, wenigstens eine von der Nulle verschieden
ist. Verschwinden hingegen alle p, nchmen also die Gleichungen
dic Gestalt:

Py=o0,P =0, P =o0,...P, =0 )

an, so werden sic unter eben der oben erwiilhnten Besehrinkung
und abgesehen von der besonderen Auflisung Nulle fiir alle Unbe-
kannten ungeniigend oder unmiglich.  Eliminirt man niimlich im
letzteren Falle, nachden man eine Division simmtlicher Gleichun-
gen durch eine der Unbekannten, etwa .v, vorgenommen hat, alle

. &£ c o . .
entstehenden Quotienten —2 was immer moglieh ist,

) Ly .l"> V.I,'l
da in den 2 Gleichungen (2) der Quotienten nur 2 — 1 an der Zahl
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erscheinen, so ergibt sich eine lediglich aus den Coéfficienten, mit
welchen die Unbekannten in den Polynomen Py, P, P;, ... P, ver-
kniipft waren, zusammengesetzte Bedingungsgleichung:

M=o (3)
an deren Erfiillung offenbar die Mogliehkeit des Zusammenbestehens
der urspriinglichen gebunden ist.

Sollen demnach die Gleichungen (2) eine Auflisung zulassen,
so muss die (3) entweder cine identische sein, oder es muss uns, um
denselben Geniige zu leisten, wenigstens einer der in ihr enthaltenen
Coéfficienten zur beliebigen Yerfiigung iiberlassen werden. Im ersteren
Falle, der, wie leicht zu ersehen, die frither erwithnte Ausnalime
bildet, gibt es unter den Gleichungen (2) oder was dasselbe ist,
unter den Polynomen P, P, P5, ... P, nur n — 1 von cinander
verschiedene, welehe durch die obbesagte Division ohne Miihe in
Gleichungen von der Form (1) verwandelt werden kinnen — eine
besondere Betrachtung ist daher hier nicht erforderlich — wohl aber
gibt zu einer solehen Veranlassung der zweite, namentlich wegen des
in ihm nothwendigen willkiirlichen Coéfficienten. Nennen wir den-
selben s, eine Bezeichnung. die wir auch im Folgenden stets beibe-
halten wollen und setzen voraus, er komme in allen Polynomen 2%, 7,
Py, . .. P, iiberhaupt nur mit s ven einander versehiedenen Unbe-

kannten, welehe die .y, @,, @5, . . . @, sein mdgen, als Factor ver-

.
bundenvor, so kinnen wir leicht die Gleichungen (2) in zwei Gruppen
scheiden, deren eine nur die Unbekannten @y, @, a3, . . . @2, sammt
dem willkiirlichen Coéfficienten s enthiilt und duher zur Bestimmung
eben dieser Grossen dient, wiihrend aus der anderen die Werthe der
Luntls Cmg2, Toids o « - L, geZogen werden konnen, sobuld man in
dieselbe die des s und der @y, @, a3, ..., aus der ersteren
substituirt hat. Bezeichnen wir nun mit

Rl! Rz; RS’ A Rm; Tis Pas 135 0 o 1y

nach den Unbekannten @y, @, @5, ..., homogene und lincare
Polynome, ferner ihuliche jedoch nur die @ui1, Zmt2, Lugss - - -2,
enthaltende Ausdriicke mit:

Qis st Qs: 00 o Qn—m
s0 ist:

=5y Wi — 5105, == 5\U 55 R i ==s ] (4)
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die einfachste Form, auf welche die erste und:
01=7'|, 02:7‘2’ '(»)3:-7‘3‘ CIR 0"—m=rn—nn (5)

auf welche die zweite gebracht werden kann. Yon diesen Gleichun-
gen gehiren die (5), da offenbar nicht sémmtliche » der Nulle gleich

sein kiinnen, falls nicht alle @y, @y, @y, . . . 2, aus den Polynomen
Py, Poy Py, ... P, giinzlich verschwinden sollen, zur Gattung der

hereits unter (1) aufgefiihrien, dagegen hilden die (4) eine von der
so chen erwihnten wesentlich verschiedene. In Ermanglung einer
passenderen Bezeichnungsweise nun werden wir diese, da wegen der
Homogenitiit aller ihr untergeordneten Gleichungen in Bezug auf die
Unbekannten nur deren Verhitltnisse aus ihr gezogen werden kénnen,
mindestens eine derselben, die also stets willkiirlich bleibt, die der
nnbestimmten, jene hingegen, bei welehen ein derartiges Verhalten
ritekstehtlich der Unbekannten nieht stattfindet, die der hestimmten
Gleichungen nennen. Ausser dieser Eintheilung der Gleichungen in
bestimmte und unhestimmte treffen wir noch die derselben in s ymme-
trisehe, und nicht-symmetrische, und zwar sollen die Glei-
chungen symmetrisch dann heissen, wenn die Polynome Pin (1) oder
die 2 in (4) so beschaffen sind, dass, was immer fiir Stellenzeiger
unter k und A verstanden werden, stets der Coéfficient von @, im 7"
Polynome gleich ist dem Coéfficienten von @y im A", Man konnte nun
viclleicht erwarten, die symmetrisehen Gleichungen als besonderen
Fall unter die mit beliebigen also im Allgemeinen nicht symmetrischen
Coéfficienten hehafteten subsummirt zu finden. Wir haben aber die
symmetrischen Gleichungen vorausgeschickt, denn nicht nur ergaben
sich uns zuniichst bei diesen die meisten Resultate, die wir erst
spiter auf die nicht-symmetrisehen zu iibertragen versuchtea, es
besitzen auch die symmetrischen Gleichungen ein so vorwiegendes
Interesse, dass es gerechtfertigt erschieinen muss, ihre Theorie isolirt
hinzustellen. Aus demselben Grunde haben wir die symmetrischen
Gleichungen etwas ausfiihrlicher behandelt und uns dafiir bei den
nicht-symmetrisclhien, namentlich beziiglich alles dessen, was von
jenen auf diese iibertragen werden konnte, kiirzer gefasst; bei den
einen wic den anderen aber mit den unbestimmten Gleichungen
den Anfang gemacht, und dies erklirt sich von selbst, deun es wird
ja eben hicr die Auflosung der bestimmten Gleichungen auf die der
unbestimmten zuriickgefihrt.
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A. Gleichungen mit symmetrischen Coéfficienten,
a. Unbestimmte Gleichungen.

Fihren wir, um die unter den Coéfficienten herrschende
Symmetrie stets vor Augen zu haben, das Symbol:
)
ein, dessen Werth sich nicht findern soll durch eine Vertauschung
der in ihm cnthaltenen Stellenzeiger 4 und £, so ergibt sich ein System
wie folgt :

() &y 4+ (12) @, + (13) @ o (1n) w,=s a,
@) @ 4 (22) . + (23) 2 o(20) =5 2y
(31) 2+ (32) :F+ B s+ .. @) e,=sa; (1)

. . . . .

(), + 2 e, + (3) a5+ ... (nn) xv,=s @,
als Repriisentant der hier zu betrachtenden Gleichungen.

Nach der bisher iiblichen Methode, solehe Gleichungen aufzu-
losen, bildet man zuerst die in der Einleitung erwiihnte Eliminations-
gleichung. Dieselbe erscheint nun bekanntlich unter der Form

F(s)=o0 (2)
in welcher F eine ganze rationale Function vom 7'" Grade bedeutet
und liefert daher im Allgemeinen n# verschiedene ‘Werthe fiir s, die
man nach und nach in die Gleichungen (1) eintrigt. Da nun
der Effect einer solchen Substitution offenbar der ist, die n-Glei-
chungen (1) auf »—1 von einander versehiedene zu reducirven, so
kaun man nach ihrver Vollzichnng irgend cine der Gleichungen (1)
hinweglassen und die ibrig bleibenden mittelst einer Division
durch cine der Unbekunnten in hestimmte verwandeln. Diese
Methode fiihrt demnach die unbestimmten Gleichungen auf ihn-
liche bestimmte zuriick, wiihrend sie fiir diese eine directe Auf-
losung voraussetzt — nicht so unsere, welche im Gegentheile eine
directe Liosung der unbestimmten liefert und aus den hichei
gewonnenen Grissen ohne sonderlichen Rechnungsaufwand die
Auflosungen @hnlicher bestimmter zusammensetzt.

Um die in den Gleichungen (1) liegende Willkiiv hinsicht-
lich der Grissen @y, %, @5 .. .a,, deun nur deren Verhiltnisse
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werden durch sie bestimmt, zu heben, fihren wir mittelst der
Substitutionen:

o = Ol o = Ol @@=, o o 0wy = UF, (3)

die ncuen Grossen wug, s, u; . . . u, ein, wobei es klar ist, dass
wir dieselben wegen des unbestimmten Faetors € einer neuen
beliebigen Bedingungsgleichung unterwerfen diirfen.

Zur lerstellung der miglichsten Gleichformigkeit in den zu
entwiekelnden Formeln ist es am besten fiir dieselbe folgende zu
wiithlen :

Uy gy uzrg o w e, =1 (%)

Jedes u durchliuft aher, wie aus dem VYorhergehenden zu
erschen, ecine Reihe von n verschiedenen Werthen, entsprechend
der Reihe der Wurzeln der Eliminationsgleiehung (2). die wir mit:

Sys 829 S35+« o Sy o oo S,

bezeichnen wollen. Um nun aueh diese zu unterscheiden, werden
wir jedem u, welches der Wurzel s, zugeordnet ist, rechts oben den
Index £ Dbeifiigen, wihrend wir einem Potenz-Exponenten erst
dann diesen Platz einriiumen, nachdem das betreffende « mit Klam-
mern versehen worden; es bedeutet also im Folgenden z. B. w
den zur Wurzel s, gehorenden Werth von u,, hingegen («")" die »*
Potenz desselben. Dieser Schreibweise gemiss nimmt die Glei-
chung (4) folgende Gestalt an:

() + ()2 4 ()2 4. .. (n')2=1 (%)

und reprisentirl so eine Reihe von 2-Gleichungen, die man aus (5)
erhilt, wenn man fir den Index £ alle ganze Zahlen von 1 bis 2 in
dieselbe eintrigt — denn wir wollen die Gleichung (4) fiir alle
Wurzeln bestehen lassen.

Wir bemerken ferner noeh, dass die Gleichungen (1) in Ver-
bindung mil denen (3) und (8) zwar die numerischen Werthe so
wie die Zeichenunterschiede siimmtlicher « vollkommen bestimmen,
das Zeichen einer dieser Grossen aber unoch willkiirlich lassen —
doch werden wir erst weil spiter Gelegenheil haben, diese Be-
merkung zu bendthigen.

Nachdem wir so das Problem migliehst prieis gefasst haben,
schreiten wir zur Untersuchung. Als Ausgangspunkt fir diese
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gebrauehen wir den schon bekannten Satz, die Eliminationsgleichung
in s lasse fiir dieses blos reelle Werthe als Wurzeln zu. Da aber
der Beweis dieses Safzes, wenn schon an und fiir sieh interessant,
eine erhiohte Wichtigkeit fir uns besitzt und wir ihn iberdies
auf etwas einfachere Weise als bisher gesehehen, zu fithren im
Stande sind, so wollen wir ihn reproduciren. Zu diesem Zweeke
ersetzen wir in den Gleichungen (1) alle darin enthaltenen Grissen u
durch die der A" Wurzel zugehiorenden und hekommen so:

A w4+ (12) w* + (13) w* + . .. (L) w,! = s, 0
CHw'+ (22wt + @) w4 ... (20) )t = s, w*
B u+ (32) "+ (33) s + ... Bn)w, = s, 1" (6)

.

(D) ut 4+ (n2) w+ w3y u* + ... (mn) wt = s nt
darauf multiplieiren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit:

ut, w.t, ugt .. wt

addiren sie und vereinigen alle Bestandtheile einer Yertical-Columne
zu cinem Gliede. Das Resultat ist folgendes:

wh [(10) u + (12) w + ... (Un) wt] +
Fat [21) w + 2D w4+ ... 20w ... (7)
= ¢ [u® u Fu w4 wf u)

Jetzt verwandeln wir in den Gleichungen (6) den Stellenzeiger /
in /2, was offenbar erlaubt ist. Dabei zeigt sich denn, dass die auf
der linken Seite der Gleichung (7) als Lactoren erscheinenden
Polinome identisch sind mit den links vom Gleiehheitszeiehen
stehenden Theilen der in erwiihnter Weise modificirten Gleichungen
(6) also auch der Orduung nach ersetzt werden kionuen dureh:

st sy sty s ugt, L. osy .

Fiihren wir nun diese Yertauschung aus, so geht uns die (7)
iiber in die gesuchte Endgleichung:

se (g u st w4 k)
k h 3 3
=3, (" " H wtw Lk ut (3)
aus welcher sich der in Frage stehende Satz, mit Riieksieht auf den
Umstand, die Eliminationsgleichung (2) kionne aus Jauter reellen
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Grissen durch Addition und Maltiplication entstanden, nur reelle
Coéfiicienten besitzen und demnach hochstens conjungirte imaginiire
Wurzeln zulassen, in folgender Weise ergibt: Die Voraussetzung
eines Paares conjungirter imaginirer Wurzeln wie

S=p4+qgvV=1 ;si=p—q¥—1

bringt es mit sich, dass auch die ihnen zugeordneten " und o* uls
rationale Functionen dieser Wurzeln und der Coéfficienten dessgleiclien
cine Form bekommen wie:

W=, + L. V—1; u=a—pb, v —1

niter « und 3 reelle Grossen verstanden. Die Einfiihrung dieser
Annahmen in die Gleichung (8) liefert uber die neue:

20 (2424w + a2+ B2+ B4 .. B Y =—1=0(9)

zu deren Bestande erfordert wird, dass entweder das in ihr als Faetor
crscheinende Polynom der « und 2 oder die Grisse ¢ der Nulle gleich
sei. Ersteres ist aber, da der Yoraussetzung nach, alle « und £ reell
sind und nicht zugleich verschwinden kionnen, olhne dass dies auch in
Widerspruch mit der Gleichung (5) bei simmtlichen «* und u* ein-
triite, unmoglich; man wird also haben miissen

g=20 (10)

eine Relation, welche offenbar die Realitiit siimmtlicher Wurzeln der
Eliminationsgleichung (2) beweist.

Dies ist jedoch nicht die einzige aus der Gleichung (8) zu zie-
hende Folgerung — cine andere von nicht minderer Wichtigkeit fiir
uns ist niimlich die, dass anch fiir reelle aber ungleiche Werthe von
s, und s, die erwitlmte Gleichung nur unter der Vorausseizung
hestehen kinne, das in derselben als Factor erscheinende Polynom
der #" und «* sei der Nulle gleich. Es miissen also die aus (6) zu
ziehemlen Werthe der « fiir zwei versehiedenen Wurzeln angehirende
sonst aber beliebige Stellenzeiger £ uad £ die Gleichung :

"t ot w4 =0 (1)

crfiillen. Giht es aber unler den Wurzeln der Eliminationsgleichung
doppelte oder mehrfache und sind s, nnd s, ein solches Paar gleicher
Wurzeln, so wird die (8) cine identische und es ist nicht mehr erlaubt
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zu schliessen, das entsprechende Polynoin der « sei der Nulle gleiel,
ja man konnte sogar leicht auf die Yermuthung gerathen, fiir gleiche
Wurzeln wiirden aueh die zugehbrigen « zusammenfallen und das
erwithinte Polynom werde der unter (5) statuirten Relation gemiiss der
positiven Einheit gleich— dem ist aber nicht nothwendiger Weise so.
Betrachtet man niimlich einen speciellen Fall, etwa die bekannten
drei Gleichungen des Polarisations-Ellipsoides, so zeigt sieh, dass das
Eintragen ciner doppelten Wurzel der Eliminationsgleichung in
jene, dieselben nicht, wic es im ullgemeinsten Falle, das heisst, beim
Yorhandensein dreier verschiedener Wurzeln geschehen sollte, aunf
zwei von einander verschiedene reducirt, sondern nur auf eine.
Dies macht es uns moglich die hetreffenden « einer neven Bedingungs-
gleichung zu unterwerfen und zwar fiir jede der gleichen Wurzeln
einer verschiedenen, was zur Folge hat, dass die beiden gleichen Wur-
zeln entsprechenden zwei Reihen der # nicht zusammenfallen. Ja man
kann es selbst mit einer solchen Bedingungsgleichung leicht erreichen,
dass diese zwei Reihen der » eine Gleichung wie (11) erfiillen. Um
bei dem erwithnten Beispiele zu bleiben, so wird das Ellipsoid fir zwei
gleiehe Wurzeln ein Rotations-Ellipsoid und die correspondirenden u
sind die Cosinuse der Winkel, welche cine durch den Mittelpunkt des
Ellipsoides gehende in der Aquatorial-Ebene gelegene Linie mit den
Coordinaten-Axen einschliesst, und wir kinnen stets verlangen, dass
cine solche Linie gemiiss der ersten Bedingung eine bestimmte Lage
in der Aqnatorial-Ehene habe und eine zweite gemiss der zweiten
Bedingung auf der ersteren senkrecht stehe. Diese Betrachtungen
erregten in uns die Vermuthung, das Vorkommen eciner vielfachen
Wurzel werde uns ganz allgemein gestatten, der Bedingungs-
gleichungen ecine soleche Anzahl aufzustellen. dass dadureh nicht
nur die den gleichen Wurzeln entsprechenden Reihen der a gezwungen
werden konnen, auch unter einander Relationen.wie (11) einzugehen,
sondern, dass uns deren noch mehre zur Erreichung anderer Zweceke
zu Gebote blichen. Wir fanden diese Ansicht auch spiiter bestitiget,
da aber der Beweis fiir ihre Richtigkeit hierorts noch nicht beige-
bracht werden kann, so wollen wir in Folgendem einstweilen von der
Voraussetzung ausgelen, die Eliminationsgleichung in s besitze in der
That lauter versehiedene Wurzeln und behalten uns die Verification
der gewonnenen Formeln fir den Ausnahmsfall gleicher Wurzeln
einem spiiteren Abschnitte vor.
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Nach dieser Annahme gelten uns die Relationen
w4t et a4 wf e =1 (12)
fiir alle Stellenzeiger £ und die
w w4ttt gt ) et =0 (13)

fir alle ungleichen Stellenzeiger £ und k.
Sind nun
bbby ool

eine Reihe independenter, hingegen
O, 0y, 05 ... 0,

eine von der vorhergehenden durch die Gleichungen:

4t = ' 0y + w2 0y + w30y + ...y 0,
by = 31 Oy + a2 054 w2 0; + .. . ws” O,
ty = w31 Oy + 32 0, + w32 03 + ... ws™ O,

L=u 0y 4120, + w30, + ...u"0,
abhiingig gemachte Reihe von Grissen, so findet sich leicht, wenn man

die (14) der Ordnung noch mit uy?, u,t, wzt, . . . w,* wultiplieirt und
darauf addirt, mit Beriicksichtigung der Relationen (12) und (13)

b+ ut ity + gt by . u it = 04 (15)

und dureh dieselbe Operation mit anderen und anderen Reihen der «

auch:
Rl ety g2ty . wt = 0,
wt b St Fougd by ot =0
Wbt - =0,

Quadrirt man nun alle Gleichungen (14), und addirt sie, so zeigt sich

wieder zu Folge der Relationen (12) (13)

Wi b2 .. b= 0,2 + 0,0 F 0,2 ... 0,2 (16)
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hingegen durch ein éhnliches Verfahren mit den Gleiehungen (13

04 0.2+ 0:*+4 ... 02 =12 (u ugt - w20y .. ws™)
—|— 2 (u,' R R R I N S R L (T LE ST L
ugt) A+ 26 G (0wt o e )26 (gt
—l—u,~ll3~+... sty e (17)
Ein Zusammenhalten der unter (16) und (17) fiir die Summe
der Quadrate der Grossen O erhaltenen Ausdriicke liefert aber jetzt
wegen der Independenz der Grissen ¢ die neuen Relationen

' + vt S st 4 ..t et =1 (18)
R S T T S T T R T A (19)
erstere giiltig fiir alle letztere fiir jedes Paar ungleicher Stellen-
zeiger. Die Gleichungen (12), (13), (18), (19), sprechen die
innige Verwandtsehaft der Grissen u, 22 an der Zahl aus, indem sie
zeigen, dass diesclben in alle jene Beziehungen eintreten, in welchen
die 3:=9 Cosinuse, welche die Transformation orthogonaler Coor-
dinatensysteme vermitteln, zu einander stehen.
Auf diese Gleiehungen gestiitzt kinnen wie jeden Coéfficienten
(A k) darstellen als eine Funetion der « und der Wurzeln s. Wiililen
wir zn diesem Zwecke aus dem Gleichungssysteme (6), naehdem
wir darin £ dureh » ersetzt haben, eine Gleichung, welche den ge-
genannten Coéfficienten enthilt und ertheilen darauf dem » alle
Werthe von 1 bis n, so werden wir nachstehende Reihe von Glei-
chungen hekommen :
D) a4 (F2) ot + (A3) ugt 4 o (k) u,t = sy 1!
(F1) >+ (B2) w2 + (h3) s + .« .. (kn) u,® = s, 1,2
(B1) w4 (k2) u® 4 (k3) w0 4 - . (k) u,® = 53 4,3 (20)

kD) + (k2) " 4 (B3) " + - .« (k) w,> = s, 1,
Multiplieiren wir jetzt dieselben in der Ordoung, in welcher sie
angesetzt wurden mit w1, u,2 %3 ... %" und addiren sie hierauf

je eine Vertical-Columne zu einem Gliede vereinigend, so gelangen
wir zn der Gleichung:

(k1) (u,’ w,t Attt 1) - (A2) (! wt - o? w4
)+ (k) (ot + w2 ) + o

(l.n) (u’,, uty - ud, wd o) = s ul w8 uZud-

83wl ud -+ ... osadul (21)
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in welcher mit Hilfe der Relationen (18). (19), die Factoren aller
Coéflicienten verschwinden, mit Ausnahme jenes von (hk), weleher
der positiven Einheit gleich wird.
Der genannte Coéflicient zeigt sich daher mittelst der Gleichung:

(hk) = sy wt w4 8o byt w4 s w3 wd s, w1 (22)
wie verlangt worden, ausgedriickt durch die « und die Wurzeln der
Eliminationsgleichung. Nehmen wir nun in (22) /& gleich £ und legen
diesem Stellenzeiger nach und nach die Werthe 1, 2, 3, . . u bei,
su bekommen wir eine Reihe von Gleichungen

(1) = s (uth)2 4 s2 (2n)* 4 85 (w3)* 4 . . .8, (07y)2

(22) = s, (ut)? + 82 (%) + 85 (u)2 4 ... 8, (0")?

(33) = s; (%)% 4 s (u%)? + 55 (w%)* + ... s, (u%)? (23)

I

I

(rr) = s (u2)* + 52 (%) + s ()3 + .. o8, (W0)?
deren Summe sieh, wenn man Riicksicht nimmt auf die fiir alle Stet-
lenzeiger & geltende Lielation (18), folgendermassen einfacher schirei-
ben lédsst:
148+ 8 4 osa=(l1)+22) + (33)+ ... (nn) (24)
und so eine hesondere Abhéingigkeit der Wurzeln der Eliminations-
gleichung von den Coéflicienten, welche einen Stellenzeiger doppelt
enthalten, zu erkennen gibt. Da nun solehe Coéfficienten — von der
Form (kk) — in allen Systemen unbestimmter Gleichungen einen
entschiedenen Vorzug behaupten, so wird es nicht iberflissig sein
dieselben auch durch einen eigenen Namen, dem der Diagonal-
Coéflicienten, auszuzeichnen. Der aus (24) zu ziehende Lehrsatz wird
dann so ausgesprochen werden kinnen: ,,Die Summe der Wurzeln
der Eliminationsgleichung eines symmetrischen Systemes unbestimm-
ter linearer Gleichungen ist gleich der Summe seiner Diagonal-
Coéfficienten.« Wir werden durch denselben aul den Weg gewiesen,
die Eliminationsgleichung selbst folgendermassen darzustellen.

Wir multipliciven in dem als allgemeines Schema dienenden
Sysleme:

1) wg + (A2) 0y + (18) s + . .. (An) v, = sy

Cl)wu 4+ (22) o + (23) wg + ... (20) u, = sy

B w + B2 e+ B3 ws + ... (Bn) u, = suz (25)

('n-l) 1'1, + (7:2.) u; —l— (1;3) u_«,' —)—. L, (.uu.) u,.‘ ~ S Uy
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dic einzeluen Gleichungen der Ordnung nach mit den Coéfficienten
derersten Horizontalreihe. also die erste mit (11), die zweite mit(12),
die dritte mit (13) und so fort, worauf wir sie alle addiren. Der
Theil links vom Gleichheitszeichen in der Summe wird dann durch
ein nach den w, w, w3 . . . w, homogenes und lineares Polynom gebildet
werden, withrend der Theil rechts vom Gleichheitszeiehen

s[(1) wy 4 (12) we 4 (13) s 4 ... (120) w,]
oder gemiiss dev ersten der in Gebrauch gezogenen Gleichungen (23),
8% 1y

wird. Dieselbe Operation aber mit den Coéfficienten der 2'*
v ... u* Horizontalreihe vorgenommen, liefert ebenso Glei-
chungen, in welchen die links vom Gleichheitszeichen stehenden
Theile stets nach den wy, w,, u; ... «, homogene und lineare
Polynome darstellen, wihrend die rechts vom Zeichen stehenden
der Reihe nach gleich

S ua, S2ug . . . 82U,

gefunden werden. Alle auf diese Weise erhaltenen Gleichungen
bilden zuswmmmen ein neues, dem (23) #hnliches System, welehem
offenbar dieselben Auflosungen der wy, s, g, . . . u, und dieselben
Wurzeln s zukommen, da es aus dem gegebenen hlos dureh Com-
hination seiner Gleichungen ohne Zuziehung fremder abgeleitet wurde
—wir wollen es, entsprechend der in thm vorkommenden zweiten Potenz
von s, das System zweiter Ordnung nennen. Dieses so eben beselrie-
bene Verfahren aus dem urspriinglichen Systeme oder dem der ersten
Ordnung das der zweilen abzuleiten, konnen wir aber auf letzteres selbst
wieder anwenden und so, mit Beibehaltung obiger Bezeichnungsweise,
zu einem Systeme dritter Ordnung gelangen — einfach dadureh, dass
wir die einzelnen Gleichungen des Systemes zweiter Ordnung nach
und nach mit den eutsprechenden Gliedern der ersten, zweiten,
dritten . . . his »"“" Horizontalreihe der Coéflicienten des Systemes
erster Ordnung multiplieiren und jedesmal addiren. Wir kinnen
ferner von dem Systeme dritter Ordnung in gleicher Weise zu cinem
dervierteu fortschreiten, von diesem zu einem der fimften u.s. w., kurz
wir kénnen uns durch wiederholte Anwendung desselben Verfahrens
Gleichungssysteme vou heliebig hoher Ordnnngszahl verschaffen,
welehen iibrigens allen aus eben den fiir das System zweiter Ordnung



948 Lichltenfels.

angefithrien Griinden eine Identitit mit dem urspriinglich gegebenen
zukimmt, wenn sie auch mit stets anderen und anderen Coéfficienten
hehaftet erscheinen.

Die Coéflicienten aller Systeme von der Ordnung 1 bis # zusam-
mengenommen sind nun die Elemente, aus denen sich sowohl die
Auflosungen der wy w, uy . . . u,, als die Coéflicienten der Eliminations-
gleichung in s sieh formen.

Das Bildungsgesetz der neuen Coéfficienten anzugeben und den
Beweis zu fiihren, dass alle Systeme hoherer Ordnung abermals
symmetrische seien, ist es, was uns znniichst obliegt.

Unterscheiden wir die Coéfficienten hiherer Systeme dadureh,
dass wir den anfiinglich gegebenen ihre Ordnungszahl rechts unten
als Index beifiigen, so kinuen wir das System 2" Ordnung also
selireiben :

(M), uy + (12), 0w + (13) 03 + ... (In), w, = sy
@1, us 4+ (22), us + (23), 05 + . .. (20), w4, = 5w,
By 4+ (B2), uy + (33), uz + ..« (30), . = sTuz (26)

(el)ouy + (02), 4y + 23), s + - . (0); 4, = 8,1,

Aus demselben bilden wir dem Vorhergehenden gemiiss die A
Gleichung des (r 4 1)" Systemes durch Multiplication der Glei-
chungen (26) der Reihe nach mit

(1), (£2), (3) ... (kn).

Es entsteht demnach der Coéflicient von u, in der £ Gleiehung
des (74 1'") Systemes, wenn man die Terme der /' Verticalreile
aus (26)

AR, @2h), (Bh), ... (nh),
mit den eorrespondirenden der Reihe
(1), (k2), (k3) ... (kn)
multiplicirt und alle Producte zu eciner Summe vereiniget. Da aber

der genannte Coéfficient durel (4 4 ),y bezeichnetwerden soll, so hat
man offenbar

(k1)y = (U0, (K421 (E2)4(30), (k3) 4 - - . (nh), (kn) (27)
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als allgemeines Bildungsgesetz siimmtlichen Coéflicienten. Ls bleibt

noch die Symmetrie der neu entstandenen Coéfficienten oder was das
selbe die Gleichung :

(kh), , = (k). (28)
zu beweisen iibrig. Aus (27) lisst sich aber zeigen, duss die Coéfli-
cienten der (r+ 1) Ordnung symmetrisch sind, sobald dies nur bei

denen der " und (» — 1)" der Fall ist. Schreibt man néimlich die
Gleichung (27) so:

(k). = 1§ (#h). (k) (29)

und bemerkt, dass nach demselben Bildungsgesetze

(). = Si{En. (),

und wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Coéflicienten 2" Ord-
nung auch

(2h). = N}{ (B B, (30)

sei, so gelangt man leicht durch Substitution der Gleichung (30)
in die (29) zu
{nQin «
(kh) = SIS}{ ()i (k) (hP)}, ,  (31)
einem Ausdrucke, welcher der gleichfalls vorausgesetzten Symmetrie
von (=), zu Folge aueh die von (k1) beweist, da in (31)
sowohl die Summation nach dem Stellenzeiger « als die nach 2 sich
auf alle ganzen Zahlen von 1 bis 2 zu erstrecken hat.
Die Coéfficienten erster Ovduung (k) gleichbedentend mit (£ /)

sind aber symmetriseh, ebenso die zweiter Ordnung. wie aus ilirem

Bildungsgesetze:
(k). = (1 h) (KD (2h) (k24 (Sh) (k3) 4 ... (nh) (kn)

das man aus (27) erhilt, darin 2 = 1 setzend, ersichtlich ist; es sind
also nach dem so ehen bewiesenen Satze auch die der dritten Ordmng
symmefriseh, ferner die der vierten, weiles die der zweiten und dritten
sind u. s. w. Man schliesst daraus, dass alle Systeme hiherer
Ordnungen die Eigenschaft der Symmetrie — wie wohl zu vermuthen
war — bhesitzen. Dies berechtiget uns, jene aus Gleichung (21)
gezogene Folgerung anzuwenden auf alle Systeme wie (26) von
beliebiger Ordnungszall », wodurel wir, in der Eliminationsgleichung
eines jeden derselben die zugehirige s” als Unbekannte ansehend,

Sitzh. d. mathem.-naturw. Cl. XIL. Bd. V. Hfl. 62
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offenbar zur Kenntniss der Summe der Auflosungen fiie letztere Grosse
gelangen — eine solehe Summe niimlich wird sich darnach stets
gleichlinden der Summe der betreflenden Diagonal-Coéfficienten.

Alle hiheren Systeme sind aber, wie schon einmal gezeigt
worden, mit dem urspriinglich gegebenen derart iibereinstimmend,
dass alle ilre Eliminationsgleichungen erfiillt werden durch die
Wurzeln s, welehe der Eliminationsgleichung ehen dieses Systemes
Geniige leisten; die oben erwithnten Summen sind daher nichts
anderes als dic Summen der vespeetive zweilen, dritten . .. pt
Potenzen der Wurzeln s. Bezeichuen wir also diese mit

St 8oy S5 ... 8, ...
so ergibt sich uns folgende fiir alle Stellenzeiger » giiltige Gleichung :

S, = (1), 4 (22), + (33), + - . . (nn), (32)

Ihr Bestand sowoll als anch die Symmetrie der Coéfficienten
simmllicher abgeleiteter Systeme liisst sich noch auf einem anderen
Wege als den bisher genommenen erweisen, nnd zwar dureh Darstel-
lung jener Coiéfficienten als Functionen der « und der Wurzeln s, die
wir schon iliver spiiteren Verwendung halber hier vornehmen miissen.

Wir withlen dazn aus dem Systeme (26), dieses auf die Wurzel se
bezogen, eine Gleichung etwa die £ aus, und evtheilen darauf dem
Stellenzeiger < alle Werthe von 1 bis 2. Die so erhaltenen Gleichungen :

(V) nty + (B2), wty + (B3), wts ... (ko). wt, = s7 ul
(1), w2y 4 (£2), w3 + (£3), w4+ . .. (kn), 03, = 8% u¥
(KV), w4 (R2), wby 4+ (£3), w3, 4 .. (kn), s, = 875 u¥ (33)

. e e e e

(kn),.w'y 4+ (h2), w's 4+ (£3), v + ... (kn), 3, =

unterwerfen wir einer Multiplication der Reihe nach mit den Grissen
w,ow? wd .. und nachherigen Addition. In der Summe ver-
sehwinden dann zu Folge der Relationen (18) und (19) siimmtliche
links vom Gleichheitszeichen stehende Polynome der w«, ausgenommen
das wit (& 4), multiplicirte. welches der Einheit gleich wird. Sie
selbst liefert daher bereits die heabsiehtigte Darstellung der Coéfli-
cienten jedes Systemes von helichiger Ovduung » unter der Form:

” n
Sy Uy

(hk),=s" W' wt -+ s." w® w2+ 8" w0l w4 80 " w" (34).
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Aus dieser Gleichung ist zuvirderst wieder die Symmetrie der
Coéfficienten (£ k), als ihres linken Theiles ersichtlieh, denn es er-
leidet ja ihe rechter Theil keine Verinderung durch eine Vertau-
schung der Stellenzeiger £ und 4 in ihm, weiterhin aber auch der
Bestand der Gleichung (32). Sefzt man uémlich in der (34) h=1#
und nimmt alsdaun mit ihr eine Summation nach dem Stellenzeiger £
von 1 bis 2 vor, so erhilt man, da in der Summe alle Potenzen der s
mit Polynomen wie

- u® w4 w,*

multiplicivt erscheinen, diese aber nach (12) simmtlich der Einheit
gleich sind, als solche nachstehende Gleichung :

s s st s = (11),4-(22),4+(33). 4+ . . . (nn).(35)

die mit der unter (32) angefiihrten genau ibereinstimmt.

Was nun die Eliminationsgleichung in s anlangt, so ist der zu
ihrer Bildung ecinzuschlagende Gang der Rechnung durch die hisher
gewonnenen Formelu hereits vorgezeichuet und zwar folgender: Man
berechuet aus den Coéflicienten des gegebenen Systemes die allen
héheren Systemen von der zweiten bis einsehliesslich »'" Ordnung
angehirenden, nach dew fiir alle Ordunngszshlen » geltenden Bildungs-
gesetze :

(b)), = (h1). (K1) 1 (h2). (K2) + (h3). (k3) - . (f), (fn)

= (K1), (W) 4 (£2).(h2) 4 (£3), (h3) + . (kn). (hn)
namentlich aber siunmtliche Diagonal-Coéfficienten. Die Werthe dieser
letzteren substituivt man in die aus (32) dadureh, das man darin fir
den Stellenzeiger » der Reihe nach die Zablen 1, 2. 3 . . . n setzt,
hervorgehenden Gleichungen

S = (1) + (22), + (33), + . .. (nn),
S, = (1) 4 (22). + (3)e + . .. (nn)s
S, — (1) + (22); 4 (33): + . - . (nn): (37)

S, = (1D, + (22), 4+ (33), + - - . (nn),
wodureh man ziv Kenntniss der Grossen Sy, S,, S; . . . S, gelangt.

Da aber diese Grissen S mit den Coéfficienten der in entwickelter
Form aufgeschrichenen Eliminationsgleichung:

F(s)y=s"+ "4 4" 4y +..84,_,+ 4, =0 (38)

62°
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bekauntlich dureh folgende Relationen

A +Si=0,2 4.+ 4, S+ S. =,
S A+ A Si+ A So+S;=0... (39)

verbnnden sind. so hat man nur mehr ihre Werthe einzutragen in
die Gleichungen (39) und diese dann nach den A, 4, .. . 4, auf-
zulésen, um so Alles zu besitzen behufs der Darstellung der Elimina-
tionsgleichung (38) in Zahlen und der Berechnung ihrer Wurzeln.

Um nun letzteres Gesehiift in jedem speciellen Falle zu erleich-
tern, vorzigliclraber umn gewisse Regeln zn gewinnen, nach denen aus
dem unmittelbaren Anblick eines vorgelegten Gleichungssystemes die
seiner  Eliminationsgleichung entsprechenden Wurzeln in voraus
beurtheilt werden konnten, stellen wir es uns znr nichsten Aufgabe,
das Yerhalten solcher Wurzeln hinsichtlich ihres Vorzeichens und
numerischen Werthes zu untersuchen. In dieser Absicht wenden wir
uns an dic unter (34) angefiilrte Gleichung, in dersclben h=%
gesetzt, also an folgende:

(k)= sy () 4 s (03)? + &5 (e3)* + . . s (w)* (40)

and theilen alle jene, welehe der Form nach mit iliv iibereinstimmen,
in zwei Gattungen, deren eine nur solche enthiilt, fiir die der betref-
fende Stellenzeiger » eine ungerade Zuahl ist, wihrend die andere
blos Gleichungen mit geraden Stellenzeigern in sich begreift.

Letztere nun, mit denen wir uns zuerst beschiiftigen wollen,
kinnen, unter » eine ganze, sonst aber willkiirliche Zahl verstanden,
so geschrieben werden:

(K Yao= sy (ut)® 4 s (03)? +s¥5(wd )+ . . si(um) (41)
Sie geben Dbeziiglich der Wurzeln s zun erkennen, dass unter

diesen erstens solche vorkommen wiissen, deren numerischer Werth
den von

2r .

V (kk)a.
iibersteigt, dann aber auch solehe. deren numeriselier Werth von dem
eben dieser Grisse iibertroflen wird. In der That finde ersteres nicht
Statt, das heisst wiren — abgeschen von dem Falle einer Gleichheit
siinmtlicher Wurzeln — alle kleiver als die erwiilhnte Grosse, so
miisste auch der rechte Theil der Gleichung (41) kleiner sein als:

(/"I"):r [(”ki): + (“kg)g AF (”kB)g + ... (”kn)z]
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oder zu Folge der Relationen (18) auch kleiner als

(kE):., .
was nicht sein kann, da er ja ehen dieser Grisse gleich sein soll.
Ganz auf dieselbe Weise iiberzeugt man sich von der Unzulissigkeit
der Yoraussetzung, alle Wurzeln wiren numeriseh griosser als:

V-

Was aber jenen Ausnahmsfall befrifit, alle Wurzeln besiissen,
hiehstens dem Zeichen nach verschieden, einen gemeinschaftlichen
numerisehen Werth, so ist jetzt sehon so viel klar, dass dieser gemiiss
der Gleichung (41) und Relation (18) dem von

V (*%)ar

gleich kommen miisse — doch werden wir spiiter noch ausfithrlicher
auf ihn zuriickkommen. Das Gesagte gilt natirlich fiir alle Ordnungs-
zahlen 27 und alle Stellenzeiger £. Sind demnach A7, N, die grosste
und kleinste aller Zahlen, die man erhilt in

L

V (k)
sowoll 7 als £ auf alle mogliche Weise verindernd, oder doch solehe,
die innerhalb der Grenzen der letzteren liegend denselben bezielhungs-
weise mogliehist nalie kommen, so gibt es unter den Wurzeln der
Eliminationsgleichung in s erstens solche, deren numerisecher Werth
zwisehen

c¢und N

zweitens aber solehe, deren numeriseher Werth zwischen
M und oo

liegt. Eine genauere Bestimmung der Grissen M und N uns noch
vorbehaltend, versuchen wir aueh eine oherste Grenze, die kleiner ist
als oo, fiir die numerischen Werthe der Wurzeln zu ermitteln.

Aus den Gleichungen von der Form:

Sep = 8 + 8 + 87 4. L LS

erhellt zuvorderst, dass, da wegen der nachgewiesenen Realitit simmt-
licher Wurzeln alle einzelnen Glieder ihrer rechts vom Gleichheits-
zeichen stehenden Theile positiv sind, jedes derselben fiir sich klei-
ner sein miisse, als der betreffende links vom Zeichen stehende
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Theil, dass also keine der Wurzeln numerisch grosser sein konne
als:
° 2
VS,
und dies gilt wieder fiir alle positiven Stellenzeiger 7.
Bezeichnet man nun mit p, den grossten aller Coéfficienten im
Systeme " Ordnung ohne Riicksicht anf das Zeichen und mit P
die grisste der Summen :

+(ED) +(R2) £ (E3)+ . . . . (kn)

dic man durch schickliche Wahl von % und des Vorzeichens eines
jeden Gliedes evreichen kann, so schliessen wir ans dem aligemeinen
Jildungsgesetze der Coéfficienten hoherer Ordnungen

(R = (Lh), (k1) 4 (2h),(K2) 4 (34), (k3) + . . . (uh),(kn)

dass der numerische Werth eines jeden Coéfficienten im (»+ 1)
Systeme kleiner sei als

pe P
dass man also auch haben werde

P < P (42)

Eine Verbindung aller aus (42) dadurch hervorgehenden

Bedingungen, dass man darin statt » der Reihe nach die natiiclichen
Zallen von 1 bis »—1 selzt, ergibt aber:

p. < p P

eine Relation, aus welcher sich, zu Folge der Voraussetzung, p, sei
der grisste im Systeme " Orduung vorkommende Coéfficient und
mit Ricksicht darauf, dass die Diagonal-Codéfticienten aller Systeme
aerader Ordnung schon ihrer Form nach stets positiv sein miissen,
wie ein Blick anf die Gleichung (41) lehrt, noch nachstehende zwei
neue, nimlich:
(kk)s, = p P

und

(P 4 (22)0 4+ 33+ . o o L (0n)e, < np PP

giiltig fiir alle Ovdnungszahlen » und Stellenzeiger £, ableiten lassen.
Letztere, die mit Hiilfe der Gleichung (32) auch so geschricben wer-
den kann

S <IN
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zeigt, mit dem oben Gesagten verbunden, dass keine unter den Wur-
zeln der Eliminationsgleichung grosser sein kanu als:

7 )I’)

I)
Da aber dieser Grenzwerth fiir beliebig grosse » Statt hat,
weder 2 noch p und P das » enthalten, mit diesem also auch nicht

wachsen kinnen, ferner /2 seiner Definition nach kleiner als 7 p oder
diesem hichstens gleich ist und demgemiiss V"I’} sich seinem klein-
sten Werthe der Einheit um so mehr nihert, je grosser » angenom-
men wird, so ist klar, dass keine Wurzel numeriseh den Werth von
r (43
zu ithersteigen vermag; und dies ist die engste Grenze, welche wir
fiir die Wurzeln s, ohne den Coéflicienten specielle Werthe beizulegen,
finden konnten. Versueht man aul fihnlichem Wege extreme Werthe
fiir .V und M zu finden. so gelingt dies im Allgemeinen nur fiir erstere
o te} o

Grisse — fiir letztere niimlich nur unter der Voraussetzung, simmt-
fiche Coéfficienten seien positiv — und man iiherzeugt sich ferner

leicht, dass die derart ermitteiten stets noch innerhalb jener licgen,
welehe der alleinige Gebrauch des Systems zweiter Ordnung zu ilirer
Jestimmung ergeben wiirde. Die tauglichsten derselben werden dem-
nach hervorgehen aus den Gleichungen:

N = (k)24 (£2)2 4 (K3 + . . . (kn)? o

M= ) 4 (B2 4 (34 (e D
in der ersteren den Stellenzeiger £ so gewiihlt, dass ihr rechter Theil
moglichst klein, in der letzteren aber so, dass er miglichst gross
werde. Unter den Wurzeln der Eliminationsgleichung in s wird sich
also mindestens eine befinden miissen, die, abgesehen vom Zeichen
zwischen der Nulle und der Quadratwurzel, aus dem kleinsten der
Diagonal-Coéfficienten zweiter Ordnung liegt, ferner gleichfalls min-
destens eine liegend zwischen der Quadratwurzel aus dem grissten
der Diagonal-Coéflicienten zweiter Ordnung und dem grossten unter
den Summen der numerischen Werthe aller je einer Horizontal- oder
Verticalreihe angehorenden Coéfficienten, es wird deren aber endlich
keine geben, welehe den Werth der letztgenannten Grisse iibersteigl.

Gehen wir jetzt iiber zur zweiten der oben unterschiedenen

Arten von Gleichungen, ndamlich zu Gleichungen von der Form:

(kh)ay =87 ()24 ST ()24 3 (s 4. s (i)®
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so dringt sich zuerst die Bemerkung auf, ihve vechts vom Gleichheits-
zeichen stehenden Theile konnten. dua alle Wurzeln s und folglich
auch alle 7 reell, deren Quadrate daher allemal positiv sind, nur dann
der Nulle gleich oder negativ werden, wenn wenigstens eine der
Wurzeln s eine negative ist.  Es folgt daraus, dass die Eliminations-
gleichung in s Wurzeln von ungleichen Zeichen besitzen miisse,
sobald es unter den Diagonal-Coéflicienten nngerader Ordnung der
Nulle gleiche oder an Zeichen verschiedene gibt. Man wird also einem
vorgelegten symmelrischen Systeme sogleich ansehen ob man iiber-
haupt hoffen diivfe, in der Eliminationsgleichung lauter positive oder
negative Wurzeln zu finden — ersteres, wenn alle Coéflicienten
(k) positiv, letzteres, wenn sie negativ sind,  Eine Gewissheit aber
erlangt man dadureh keineswegs. deun cinerseits bedingt cin durch-
gehends gemeinschaflliches Zeichen simmtlicher Diagonal-Coéfficien-
ten ungerader Ordnung noch nicht ein iihnliches Verbalten der War-
zeln, anderseits konnten ja wohl einige unter den genannten Coéffi-
cienten hoherer Ordimung an Zeichen verschieden ausfallen — ein
Umstand, von dessen Nichteintreten man, mit Riicksicht anf das Bil-
dungsgesetz hoherer Coéflicienten nur dann iberzeugl ist, wenn das
Gleichungssystem erster Ordnung entweder lauter Coéfficienten von
einerlei Zeichen besitzt oder doch sich auf ein solches zuriickfihren
lisst, dem diese Eigenschaft zokommt. Dies findet z. B. Statt, wenn
idus Zeichen der urspriinglich gegebenen Coéflicienten (A 4) bestimmt
ist durch
+ (_.1)(;(h)+<;(k)

unter ¢ eine Function verstanden, derart, dass ¢ (£) fir alle Stellen-
zeiger [ eine ganze Zahl werde. Lisst man niimlich fir einen Augen-

blick (A %) blos den namerischen Werth der Coéfficienten bedenten,
so dass sie selbst durch

+ (—1)sW+e0 (hk)

ausgedriickt werden miissen und fiihrt dann im Gleichungssysteme (1)
mittelst der Substitutionen

= (——")"’(") (48)

die neuen Grissen @ cin, wodurch offenbar die Wurzeln s in keiner
Weise beriibet werden, so gelangt man zu cinem transformirten,
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dessen Gleichungen, deren eine etwa die /4 nach Multiplication
mit (— 1) folgendermassen gesehrieben werden kann :

+ (1) @y (—1)OH20 4 (2) afy (— 1)@+ 4o
(nk) &'y (1) W] = s’y (—1)%0 (49)

da der Voraussetzung nach ¢ (£) stets eine ganze Zahl ist, Coéf-
ficienten von durchgehends positiven oder negativen Zeichen hesitzen,
je nachdem in (46) das obere oder das untere der vor der Potenz
von —1 stehenden Zeichen zn gelten hat. Es kann hier gelegent-
lich bemerkt werden, dass einem symmetrischen Systeme von Glei-
chungen wie (1) selbst dann noch lauter reelle Wurzeln s entspre-
chen, wenn cinige seiner Coéfficienten nach bestimmten Gesetzen
rein imaginiir werden. Tn der That hehilt man die durch die Formel
(47) angezeigte Ausdrncksweise fiir die Coéflicienten und die Sub-
stitutionen (48) fiir die Unbekannten bei, mit dem einzigen Unter-
schiede, o (k) solle nicht mehr fir alle Stellenzeiger £ eine gaunze
Zahl werden, sondern ein Broeh mil dem Nenner 2 und einer belie-
higen ganzen Zahl als Ziihler, so tragen eierseits gewisse unter den
durch die Formel (47) bestimmicn Coéfficienten des gegehenen
Systemes V' —1 uls Factor bei sich, withrend andererseits simmtliche
Gleichungen des transformirten Systemes wieder eine Form bekommen,
gleich der (49) und daher zu Folge der angenommenen Beschaflen-
heit der Funetion ¢ lediglich reelle and zwar symmetrische Coéflicien-
ten besitzen, also aneh in der thnen entsprechenden Eliminations-
gleichung lediglich reelle Wurzeln zulassen.

Aus der Gleichung (49) geht aber ferner deutlich herver, dass
cinem Systeme von Gleichungen, in welchem der Zeichenwechsel
der Coéflicienten durch irgend einen Ausdruck wie (46) bestimmt ist,
dieselben Wurzelu s angehdren, die ein mit den Coéfficienten +
(/i k), darunter den gemeinschaftlichen numerischen Werth der Coéf-
ficienten beider Systeme verstanden, behaftetes besitzt; dass also
namentlich die dem ersteren Systeme entsprechenden Wurzeln von
durchgehends gleichen Zeichen sein miissen, wenn es die des zwei-
ten sind und umgekehrt.

Dieser Umstand liess uns vermuthen, es michten sich, ohne Riiek-
sicht aul die Zeichen der Coéfticienten lediglich die numerischen
Werthe derselben betreffende Bedingungen angeben lassen, deren
Erfillung hinreicht, das Yorkommen durchgehends positiver oder
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negativer Wurzeln in der Eliminationsgleichung zu bedingen. Es
finden sich solehe nun wirklich und zwar in einem gewissen Uber-
wiegen von Seite der Diagonal-Coéfficienten:

Setzen wir, um dies in Bezug auf positive Wurzeln nachzuwei-
sen, in dem Gleichungssysteme (1) » - o statt s unter » eine posi-
tive iibrigens willkiirliche Griosse verstanden, die wir nach ausge-
fiiheter Substitution auf die linke Seite der Gleichungen in die Dia-
gonal - Coéflicienten schalfen und schen dann 6 als die neue Unbe-
kannte der Eliminationsgleichung an, so ist klar, dass es unter den
Wurzelu s keine negative geben kinne, wenn abgesehen vom Zeichen
keine der Wurzeln g das » iibersteigt.  Dies wird, mit Riicksieht auf
die durch (43) gegebene oberste Grenze fiiv die numerischen Werthe
der Wurzeln, dann stattfinden, wenn keine unter den Summen der
numerischen Werthe aller je einer Horizoutal- oder Verticalreihe
angehdrenden Coéfficienten des transformirten Systemes grosser ist
als ». Bezeichuen wir also fiiv irgend eine der Gleichungen, etwa die
L', eine solche Summe aller ihrer Coéflicienten, jedoeh mit Aussehluss
der diagonulen mit [A 4], derart, dass dieses Symbol die Grisse »
nicht enthilt, so werden dje gesnchten Bedingungen offenbar folgende

(99) —» + [g9] < (50)
r— (kk) + [kk] <2 = » (51)

erstere hervorgeliend aus jenen Gleichungen, deren Diagonal-Coéffi-

sein:

Il

und

cienten vor der :ngezeigten Substitution gleich oder grisser, letztere
aber aus jenen, in welcher ehen diese Grissen gleich oder kleiner
waren als ». Da sich aber die einen so schreiben lassen

(99) = >[99+ 2(gy)—2r (52)
withrend die anderen auf die Relationen
(kk) = > [kk] (53)

filhren, so ist klar, dass, weil diese das » nicht mehr enthalten, jene
aber nur fir (yy) = > r hestehen, zu ihrer Evfiillung um so kleinere
Werthe der Diagonal-Coéflicienten hinreichen, je grisser » ange-
nommen wird.  Lassen wir dalier dieses an Grisse simmtliche Dia-
gounal-Coéflicienten ibersteigen, so reduciven sich uns die zu erfiil-
lemlen Bedingungen anf dic einzige fiie alle Stellenzeiger £ gitltige:

(k)= = [kk] (54)
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s erhellt daraus, die Eliminationsgleichung in s miisse Wurzeln
von durehgehend positiven Zeichen stets dann bieten, wenn jeder
unter den Diagonal-Coéffieicnten gleich oder grisser ist, als die
Summe der numerisehen  Werthe aller mit ihm in ciner Reihe
stehenden.

Auf dhunlichem Wege gelangt man nach Yertauschung von s mit
— s im Gleichungssysteme (1) zu den Relationen

—(kk) = > [kk] (58)
als Bedingungen fiir das Vorkommen lediglich negativer Wurzeln —
wir itbergehen aber der Kiirze wegen ihve Ableitung und fiigen nur
lei, dass sic iibereinstimmend mit dem ohen Gesagten augenschein-
lich fiir simmiliche Diagonal-Coéfficienten das negative Yorzeichen
erheischen. gleich wie die (54) fiir eben diese Grosse das positive.

Wenn nim aueh ein so hedentendes Uberwiegen an numerischem
Werth von Seite der Diagonal-Coéfticienten. das hier als hinreichend
nachgewiesen wurde. um in der Eliminationsgleichung lanter Wurzeln
von cinerlei Zeichen erseheinen zu lassen, ehen nicht iiberall dazu
nothwendig ist, so kann doch andererseits wieder leicht gezeigt
werden, dass die genaunten Grissen nicht unter bestimmte Grenzen
sinken diirfen, ohne gewiss Veranlassung zu geben zur Entstehung
von Wurzeln mit verschiedenen Zeichen.  Fiihrt man nimlich in (1)
statl irgend eines Paares der Unbekannten @ deren Summe und Diffe-
renz als neue Unbhekannte ein, setzt also etwa:

’

o=, & 5w =2 —a,
und ordnet daun die Gleichnugen derart, dass sie mil der urspriing-
lichen der Form nach iibercinstimmen, so finden sich nnter ihren
Diagonal-Coéflicienten namentlich folgende zwei:

M) EED s BOLED

die stets von nngleichen Zeichen sind, sobald der numerische Werth

(hh) (AA)

von (L k) den von - iihertriflt, — womit das Gesagte hewie-

sen ist.  Die Ehrmlmtmnsglcmhun{: bietet also gewiss Wurzeln von
verschiedenen Zeichen, wenn ciner der Coéfficienten numeriseh
grosser ist, als die halbe Summe jener Diagonal-Cuoéflicienten, mit
denen er in einer Reihe vorkommt.

Es ist ferner noch moglich, verschiedene Paare von Grenzen.
imnerhalh welcher cinzelne nuter den Wurzeln s und zwar mit Riick-



960 Lichteufels.

sicht auf ihr Zeichen liegen wmiissen, anzugeben: Nennen wir »--«
und r—c ein solches, unter »» und « ciustweilen unbestimmte Grissen
verstanden, so werden wir, um die Existenz einer Wurzel, kleiner als
r-fa, aber grosser als r—az, sicher zu stellen, nur nithig haben zu
beweisen, die Eliminationsgleichung in s besitze deren mindestens
eine, welehe den Ausdruck:

6= (s—rt«) (s
oder was dasselbe ist, den
c=s*—2rs+ r*—a (56)

r—a)

zu einem negativen macht. Dies gesehicht aber folgendermassen:

Wir subtrahiven von den einzelnen Gleichungen des Systemes
(26) darin den Stellenzeiger r=2 gesetzt, also vou denen der zwei-
ten Ordnung die correspondirenden der ersten, nachdem wir diese
vorher mit 2 multiplicirt haben, woranf wir zur crsten der so neu
entstehenden beiderseits w, (r*—a?), zur zweiten u, (r*—a?) kurz
allgemein zur £ @, (r*—=2) addiven. Das in beschriehener Weise
erzengle combinirte System besitzt nun aber, wie leieht zu erschen,
Diagonal-Coéflicienten von der Form

(kR)e—2r (kE) + r2—a? (57)
withrend der gemeinschaftliche Factor der Unbekannten « in den
rechis vom Zeichen stehenden Theilen seiner Gleichungen, also die
neue Unbekannte der Eliminationsgleichung offenbar ehen die durch
den Ausdruck (56) definirte Grosse o ist. Lassen wirdaher « bestimmt
scin dureh folgende Gleichung:

a=V 122 (kk) + (k) (58)
was immer zulissig ist, da dem Bildungsgesetze hoherer Coéfficienten
gemiiss (kk), sich stets grisser als (££)* findet, also anch der in (58)
unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck das positive Zeichen

fiir ein belichiges » und £ an sich triigt, so verschwindet im trans-
formirten Systeme einer der Diagonal-Coéfficienten, nimlich der (57);
die Eliminationsgleichnng in s liefert dann wie wir wissen mindestens
eine negative und eben darum die in s auch mindestens eine. nach
Umstinden positive oder negative Wurzel, aber eingesehlossen zwi-
schen den Grenzen

r—V =2y (kk) + (kk). (59)
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und

r Vo222 (kk) - (kk), (59)
U jetzt diese miglichst enge zu machen, wiihlen wir
r = (kk)

wodurch sie uns iibergehen in nachstehende

(k) —V (k). —GhE): 5 (kF) 4V (hR)o— (kE):  (60)
und sodann mit Ricksicht auf die Zusammensetzung der Coéflicienten
(kk). zu dem Schiusse fiihren, die Eliminationsgleichung in s besitze
mindestens eine Wurzel liegend zwischen der Summe und der Diffe-
renz aus je einem der Diagonal-Coéflicienten und der Quadratwurzel
aus der Summe der Quadrate aller jener Coéflicienten, welche mit
ihm in einer Horizontal- oder Verticalreibe vorkommen.

Solche Grenzenpaare wie (60), die wir kiirzer so schreiben:

(kE) £ [KA], (61)
erhalten wir nun so viele als es Stellenzeiger £, oder was dasselbe ist,
so viele als es der Gleichungen im Systeme (1) gibt, doch werden sie
nur Hindeutungen auf so viele von einander verschiedene Wurzeln
darbieten, als unter ilnen sich gegenseitig vollkommen ausschlies-
sende befinden, was, wie ersichtlich, allein von den numerischen
Verthen simmtlicher Coéfficienten abhiingt. Erwihnenswerth ist hier
der Fall, wo die Diagonal-Coéflicienten sich in cine Reihenfolge brin-
gen lassen. derart, dass stets die einemy derselben coordinirte untere
Grenze grisser ist als die dem in der Reihe nichstfolgenden zuge-
orduete obere — man besitzt dann in der That Hinweisungen auf
n differente Wurzeln der Eliminationsgleichung.

Yon weit grosserem Belange als vermige der Erleichterung des
Aufsuchens der Wurzeln, welche sic nach Obigen gewiiliren, werden
aber diese Grenzenpaare dadurch, dass sie in vielen Fillen einen
Schluss aul die Anzabhl der in der Eliminationsgleichung vorkom-
menden positiven und negativen Wurzeln gestatten.

Denken wiv uns nimlich die Eliminationsgleichung dllrremem
aufgelist, das heisst ihre Wurzeln in die Formen:

Dis Pas Pas e v v - Pu
gebracht, unter den ¢ Funetionen der Coéflicienten (h£) verstanden,
so ist zuvorderst klar, dass, weil jedes der Grenzenpaare (61) auf
eine positive oder negative Wurzel hinweist, je nachdem der hetref-



”‘;2 Lichtentels.

fende Diagonal-Cotflicient (kk) grisser ist als [£k], oder kleiner als
— | kk Jo» sich unter den letzteren. beziiglich cines jeden der Diago-
nal-Coéficienten (kk). aueh mindestens cine befinden miisse, deren
Zeichen lediglich durch schickliche Walil eben dieses Coétficienten
und ohne Riicksicht auf die Werthe aller iihrigen, belicbig positiv oder
negativ festeesetzt werden kanu.  Die eben erwithnte Eigenschaft
kann aber oftenbar keiner der Functionen ¢ in Bezug auf zwei oder
mehrere der Diagonal-Coéfticienten zukommen, ferner eben darum
und weil ihre Anzabl gleich dev ist der Diagonal-Coéfiicienten, anch
picht mehreren unter ilnen in Bezug auf einen nund denselben. Es wird
dalier das Zeichen einer jeden dieser Functionen aueh nur durch
schickliche Wahl je eiunes der Diagonal-Coéflicienten ausschliesslieh
bestimmbar sein, Darans folgt nun aber, es miissten nach Substitu-
tion der Werthe simmtlicher Coéfficienten in die Funetionen ¢ von
diesen. oder was dasselbe ist, von den Wurzeln der Eliminationsglei-
chung in s gewiss so viele positiv ausfallen. als im nespriinglichen

Gleichimes-Systeme der Relation

(kk) = > [kE]. (62)
limgegen so viele negativ als der

(kR) = <— [kt]. (63

Geniige leistende Diagonal-Coéfticienten vorkommen.  Man wird also
namentlich auf durchgehends positive oder negative Wurzeln der
Eliminationsgleichung schliessen, je nachdem siammtliche Diagonal-
Coéflicienten die Relation (62) oder die (63) erfiillen, und nur in dem
Falle, als einige von ilinen keiner derselben entsprechen sollten, iiler
das Zeichen eben so vieler Wurzeln in Ungewissheit bleiben.  Ver-
aleicht man jetzt die unter (84) und (85), fiiv das Vorkommen von
Wirrzeln einerlei Zeiehens, angegebenen Bedingungen mit den neuer-
lich gefundenen, so fillt dies zu Gunsten der letzteren ans, wiihrend
namlich erstere von Secite jedes Dingonal - Coéfficienten ein durch-
sehnittliches Uberwiegen aller in einer Reihe neben ihm stehenden
Coéfficienten im Yerhitltuisse von 1 : 2 — | erheischen, fordern diese
nur ein solches im Verhiltnisse von 1: 1 —1.

Bisher haben wir nur einzelne, das Verhalten der Coéfficienten
mnter einander betreflende Bedingungen ermittelt, deren Erfiillung
zur Entseheidung. ob die Eliminationsgleichung lanter Wurzeln von
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einerlet Zeichen darbicten werde, allein nothwendig oder hinretchend
war — solehe nun anfzustellen, denen diese heiden Charaktere
zugleich zukommen, sind wir nicht im Stande, wohl aber konnen
wir fiir die Coéfficienten (Ahk) eine Avt ihrer Zusammensetzung aus
anderen und zwar willkiirlichen Grassen angeben, die stets duas Vor-
kommen von Wurzeln mit gemeinschaftlichen Zeichen, etwa dem posi-
tiven herbeifiithrt.  Lassen sich némlich die Coélficienten (hk) cines

symmetrischen Systemes auf die Form:
(hk)y=(LhY (W B) 4+ (2h) (2k)Y 4+ . . . (uh) (nk) (64)

bringen, unter den newen abermals symmetrischen Symbolen (£ 7%)'
reclle iibrigens willkiirliche Grossen verstamlen, so ist klar, dass man
der frither eingefithrten Bezeichnungsweise gemiiss  anch setzen
konne :

(hk) = (ht)>

woraus folgt, dass das mit den Coéftieienten (A4) urespriinglich gege-
bene System hetrachtet werden kinne als eines zweiter Ordnung., dass
ihm demnaeh als Wurzeln die Quadrate jener zukommen. die ein
mit den Coéfticienten (2k) behaftetes besitz(.  Nun wissen wir aber,
dass die Wurzelu eines Systemes mit Coéflicienten wie (A4)" allemal
reell sind, falls nur die (Ak)" selbst es sind, es werden laher auch
dic Wurzeln ecines Systemes mit den Coéfficienten
(fk) = (hk),

als Quadrate reeller Grissen simmitlich positiv sein miissen. Liegen
also die Coéfficienten irgend cines Systemes in der Art (64) zusam-
mengeselzt vor, so wird man sicher sein, in der Eliminationsgleichung
lauter positive Wurzeln anzutreffen, ist dies aber nicht der Fall, so
wird man wohl niemals zor Auflésung einer Reihe von Gleichungen
wic (64), deren es wie ersichtlich ’—L(T—L:—Q gibt, seine Zuflueht neh-
men, um aus der Realitiit der aus ilmen hervorgehenden Werthe der
Grossen (k)" an der Zahi ebenfalls "—(n;——q
der Wurzeln s zu sehliessen; man wird vielmehr, was erwiihnens-
werth scheint, cine gelegeutlich gebotene Auflosung vou Gleiclhun-
gen der Form (64), die offenbar beziiglieh der Unbekannten (hk)
vom zweiten Grade sind, zuriickfiihren auf die eines Systemes linea-
ver Gleichungen (1), behaftet mit den Coéfficienten (4 k). Hiezn

auflein solches Verhalten
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dient aber nachstehende Formel:

(hk) =+, Vsy £ a2V sotud 3V sp+ - .o z(,,"]/;;(ﬁa'i)

in welcher die Zeichen der einzeluen Glieder, mit der Einschrinkung
nicht zu wechseln beim Ubergange auf andere und andere Stellen-
zeiger &, k, beliebig gewihlt werden diivfen, die also, wie es sein
muss, fiv jede der Grissen (Ak) mehre den Gleichungen (64) ent-
sprechende Auflosungen darbietet, nimlich so viele als verschiedene
Zeichenabwechslungen in (65) statuirt werden konnen — eine For-
mel, deren Richtigkeit zur Geniige hervorgeht aus dem bereits
erwithnten Umstande, die Gleichungen (1), denen die « und s entnom-
men sind, liessen sich hetrachten als solehe zweiter Ordnung, abge-
leitet aus einem mit den Coéfficienten (£ £)" behafteten Gleichungs-
Systeme erster Ordiung.

Wir kehren jetzt zuriick zur Eliminationsgleichung in s und der
von uns in den Gleichungen (36) —(39) dargelegten Methode ihrer
numerisehen Bereelmung:

Im Vergleiche zu dem iiblichen combinatorischen Verfahven, die
Determinante der Grossen (Ak) und aus dieser die Eliminationsglei-
chung in s darzustellen, besitzt nun das hier heschriebene zuvorderst
den Vorzug grisserer Einfachheit. Es ist nimlich naeh demselben
cinerseits nieht nothig, die erwihnte Gleichung zuerst vollstindig in
symbolischer Form aufzusehreiben, was, wenn die Anzahl der Glei-
chungen des gegebenen Systemes eine nur irgend bedeutende ist,
keinen unerbeblichen Theil der Gesammtarbeit ansmacht, wie dies
hei dem combinatovichen Yerfahren erfordert wird um sicher zu sein,
dass alle durch dasselbe angezeigten Reehmingsoperationen ausge-
filhrt werden, andererseits die Zahl der nithigen Reehnungsoperatio-
nen hedeutend kleiner ist als bei jenem. Um Letzteres deutlich zu
machen, wollen wir die nach heiden Methoden erforderlichen Zahlen
von Multiplicationen und Divisionen cinander gegeniiherstellen.

+1)

n(n- .
( —— verschiedene

Da in jedem Systeme der Coéfficienten ~—
vorkommen, jeder dieser Coéfficienten aber, wie ihr Bildungsgesetz
ausweist, durch 2 Multiplieationen gewonnen wird, so sind deren in

(n+1)
2

. o o n - &
jedem Systeme loherer Ordnung 2 auszufithren.  Wir haben

aher solcher Systeme aus dem gegebenen n—1 neun an der Zahl
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abzuleiten, es werden sich daher die zur Berechnung simmtlicher
Coéfficienten nothigen Multiplicationen auf:
22 (A1) (n—1)

92

belaufen. Fiigen wir hinzu die Multiplicationen und Divisionen, welehe
n(n+1)

die Gleichungen (39) zur Auflosung erfordern b wie
leicht zu ersehen, so stellt sich die gesuchte Gesammtzahl beziiglich
unserer Methode auf

- n (1121-1) ( 1) + n ("'f'i) 1 (GG)
Dass nun diese mindestens von gewissen und zwar sehr niedrigen
Werthen von 2 angefangen, kleiner sel als die entsprechende fiir das
combinatorische Verfahren, ersieht man daraus, dass bei dem letzte-
ren, wie aus demn Bildungsgesetze der Delerminante hervorgeht,
allein die Berechnung des letzten Gliedes der Eliminationsgleichung
eine Anzall von

(n—1). n(n—1) (n—2) . . . . 21

Multiplicationen erfordert. In der That schon fiir 2=25, wo diese
Zahl 480 wird, iibertrifit sie bedeutend die ohen gefumlene Gesammt-
zahl, welehe sich in diesem Falle auf 314 bekiuft.  Ein noeh giinsti-
geres Yerhiltuiss stellt sich und zwar bei noch minderen Werthen von
n heraus, wenn man auch von dem combinatorischen Yerfahiren wie
hillig die Gesammtzahl der nithigen Operationen in den Vergleich
zieht. Aber noch mehr — es lassen sich viele von den in (66) ange-
gebenen Multiplicationen ganz zweckmiissig in Additionen umwandeln.
Betrachtet inan namlich das Bildungsgesetz hioherer Coéflicienten (36),
so wird man sehen, dass in allen den Producten, die zu ihrer Ermitt-
lung gerechnet werden miissen, cine Reihe von Factoren, bestehend
aus Coéflicienten des Systems erster Ordnung, stets wiederkelirt und
nur die audere, Coéfiicienten des ummittelbar vorher berechneten
Systemes in sich begreifend, von Ordnung zu Ordnung wechselt.
Hat man daher jeden der Coéfficienten des gegebenen Systems
der Reihe nach multiplicirt mit den Zablen 1. 2.3 ... 9, so werden
sich aus ieun so entstandenen Elementen, da offenbar jeder unter den
Coéfficienten hoherer Ordnung wieder nur durch cinen Complex der
Ziffern 0 bis 9 vorgestellt wird, alle erwiihnten Producte und sowmit

Sitzh. A. malhem.-naturw. Ch. X1i. Bd. V. Hft, 63
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auch simmtliche Coéfficienten lediglich durch die Operation des
Addirens und die ganz miihelose Mul(iplication mit Potenzen von 10

n(n+1)

bilden lassen. Soleher Elemente gibt esaber 9 ——— und zu ihrer

Berechnung sind, weil der Einser als Factor nicht zihlt, 42 (n+1)
Multiplicationen auszufiihren; es ergibt sich daher mit Ricksicht auf
die zur Auflosung der Gleichungen (39) nothigen Rechnungsopera-

tionen
n (n+ 1)

dn(n4+1)4+——=—1 (67)
als Gesammizahl der nach unserer Met]mde zur Herstetlung der Eli-
minationsgleichung in s erforderlichen Multiplicationen und Divisionen.
Bei jeder Rechnung von einiger Weitkinfigkeit ist aber, um einen
withrend derselhen begangenen Fehler leiehter entdecken zu kinnen,
cine Controlle wiinschenswerth — in nnserer Methode liegt nun fol-
gende: Es lehrt cine kurze Vergegenwiirtigung der Eliminationsglei-
chung in symboliseher Form nuch dem combinatorischen Verfahren,
dass alle ihre Coéflicienten ganze Zahlen sein missen, falls nur die
des vorgelegten Gleichungs - Systemes solche sind.  Nun gewinnen
wir aber, wie aus (39) zu ersehien, die Coéflicienten der Eliminations-
gleichung erst nach mehren Divisionen dureh 2, 3, 4, . . . a. Sol-
len also die Rechnungen fehlerlos scin, so miissen, die Coéfficienten
(hk) als ganze Zahlen vorausgesetzt, alle diese Divisionen ohne Rest
ausfithrbar sein — und diese Controlle ist aueh dann noch anwend-
bar, wenn die Coéfticienten des vorgelegten Gleichungs-Systemes
zwar nicht ganze, aber doch rationale Zahlen sind, denn man kann in
diesem Falle durch Einfithrung von s/m statt s unter m den kieinsten
gemeinsehaftlichen Nenner aller Coéfficienten verstanden und naeh-
Lierige Multiplication des gegebenen Systems mit s dasselbe offen-
bar auf ein anderes mit ganzzahligen Coéfficienten zuriickfiihren. Die
Yortheile, welche nach dem Vorhergehenden unsere Methode hietet,
werden noch hedeutend dadureh vermehrt, dass die hei ihrer Dureh-
filrung gewonnenen Grissen, nimlich die Codéflicienten der Systeme
hoherer Ordnong und der Eliminationsgleichung in sehr einfacher
Weise die Auflosungen fiir die Unbekannten u zusammensetzen.

Wir beniitzen nun zur Darstellung der « nicht die nrspriinglich
gegebenen Gleichungen (1). sondern die aus ihnen abgeleiteten (18),
(19).(22).(34). Eshatten hisher die Symbole (Ak),
tung fiir wle positiven ganzen Zahlen » vor der Kinheit angefangen,

mur eine Bedeu-
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aueh erschien dieser Bezeichnung gemiiss die Gleichung (22) als spe-
cieller Fall der (34). Fiihren wir aber der Bequemlichkeit wegen das
Symbol (%4k), ein und sei dassellie der Nulle gleich, wenn & und £
von einander verschieden, hingegen der positiven Einheil. wenn dem
nicht so ist, so kinnen wir offenharalle erwithnten Gleichungen durch
die eine

(hk)e=s;" wru + 8" w2 w4 s w3 u S+ .. sy (68)

ersefzen, in welcher » alle positiven ganzen Zahlen von der Nulle
angefangen bedeuten darf. In dieser betrachten wir nun wieder nicht
die einzelnen u, soudern vielmehr die Produete w, ' wit, w,® 1,2, 1,% w3
oo w ander Zahl o wie ersiehtlich als die Unbekannten, bediirfen
also zu deren Bestimmung nur 22-Gleichungen von der Form (68), etwa
jene, welche aus (68) hervorgelen, darin naeh und nach » gleich
0, 1,2, 3 ... n—1 nehmend. Um aber spiiter zu zeigen, dass die
sa erhaltenen Auflosungen der « in das gegebene Gleichungssystemn
substituirt, dieses zu einem identischen machen, wird noch eine andere
Relation uothig, die wir nur bekommen die Gleichungen von der Form
(68) an der Zahl n41 in Gebrauch ziehend. Es sind dieselben
folgende :

gt gt wss 4+ .. g = (hk),
st 4 st A st 4o st = (hik),
sttt - se 2wt 4 sudet - L L sttt = (hk).

s’ g+ s gt s S L s ek = (k)
s it - so" 1 g st - st = (),

Mualtipliciven wir sie der Reilie nach mit den Coéflicienten der
Eliminatiousgleichung (38), niimliel die erste mit A,, die zweite mit
A,y und so fort, emdlich die letzte mit der Einheit und addiren darauf,
so erhalten wir, bemerkend es scien einerseits die sy, $a, 83, . . s,
Wurzeln der erwithnten Gleichung, andererseits die Producte u, wu,
schon in Folge der Relationen (5) stets endliche Grissen

(/Il:.’),, + A| (/l/('),,_l + Az (/1/.‘),,_2 + . .
+ Aoy (Mk)y + A, (hk)y = 0O (70)
und dies ist die gesuchte Relation. Trifft man die Bestimmung, dass

in nachstehender Formel die positiven Potenzen von (/ik), nach denen
63*

(69
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sie zu entwiekeln ist, in Ordnungszalilen verwandelt werden sollen,
s0 kann man der Gleichung (70) die sehr einfache symbolische Form:

F{(hk)} =o (i)

ertheilen.  Es ist aber eben diese Gleichung (70) nicht die einzige
der Art, sondern nur ein specieller I'all der allgemeineren:

(/l/i)"+,. + Al (ll/.‘),,+r_1 + Ag (/l/a'),,+,._2 + PRI

+ 44,,_1 (Il/i)H-_} + A,, (/l/.),- = (0 (72)

die erhalten wird, wenn man anstatt der Gletehungen (69) eine Reihe

anderer aus (68) dadureh, dass man darin » in »4-1, 742, »4-3,

. r~4n iibergehen lisst, hervorgehende derselben Behandlung

unterwirft, und die sich gleich der (70) folgendermassen symbolisch
schretben lisst:

F{(hk).} =0 (73)

Die Gleichungen (70) und (72) sind schon darumn erwihnens-
werth, weil sie ein einfacheres Bildungsgeseiz fiir die Coéfficienten
hioherer Systeme vorstellen, deren Ovdnungszahl grisser ist als n—1,
es zeigt sich nimlich jeder Coéflicient (Ak),., cines solchen Systems
linear ausgedriickt durch alle jene, welehe in 2 vorhergehenden die-
selbe Stelle einnchmen, wie der gesuehte in seinem und dureh die
von £ nnd & unabhingigen Coéffieienten A der Eliminationsgleiehung.

Was nun die Produete «, w, anlangt, so lassen sieh diese sehr
leicht aus den ersten z-Gleichungen (69) finden, wenn man hemerkt,
dass der Ausdruck

F(s)

S-—-S,l
verschwindet, so oft man fiir s eine der Wurzeln s, s, 83 . . s, mit
Ausnahme von s, in denselben setzt, hingegen in

F' (s,)
sich verwandelt, wenn man s=s, nimmt. Multiplicirt man daher dic
ersten n-Gleichungen (69) mit den durch die Relation:

F o
T P P W g (1%)

S——8u
definirten Grossen 2 der Reilie nach, das heisst die erste mit 2,*, die
zweite mit 4,* u. s. f., endlich die letzte mit 2% _, und addirt sie
darauf alle. so erhiilt jedes der Producte #, u, einen solchen ver-
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schwindenden Ausdruck als Factor mit alleiniger Ausnahme von wu*w’,

P (s,)
multiplicirt erseheint. Das Resultat wird also sein:
it g F(s,) = hot (hk)o + M (hE)y 4 %* (hk): . . -
1'._151 (llk)n—l

S n—I1
A (hE),

r : 0 (75)

F'(s,)

als gesuehte Auflisung fiir die Unbekannten hervorgeht. Um aus vor-
stehender Gleichung die Werthe der einzelnen « ziehen zu kionnen,
hat man nur mehr nithig die Kingangs erwihnte und aueh in (75) lie-
gende Willkiir, beziiglich des Zeiehens eiuner der Grossen u dadurch

welehes in

woraus:

UG —

zu heben. dass man eine derselben mit bestimmten z. B. positiven
Zeielien verlungt. In der That setzen wir in der Gleichung (75), die
wir der Kiirze wegen so schreiben

wh 1 = Uy (76)
h=#k so findet sich. dass wegen
e
wy = +£ } m (7 ‘)

diese Grisse «, mit belichigen Zeichen genommen werden kanu, aber
auch, dass diese Unbestimmtheit nur bei einer von allen dersetben
Wurzel s, zugeordneten Grissen w vorkommt, da wenn in (77) das
Zeichen von u, festgesetzt worden, etwa als positiv alle ibrigen der-
sethen Wurzel s, zugeordueten wnach Subtitution der (77) in (76) aus

T
h.k

e (78)
VUi

mit bestimmten Zeichen hervorgehen. Lassen wir ulso £ den Stellen-
zeiger jener Unbekannten bedeuten, deren Zeichen im voraus bestimmt
ist, so wird, wenn dieses das positive ist, die Gleichung

Sy

’Nk'-J' =

h.k
= —‘T (79)
‘/Lh'.h
wenn es aber das negative ist, die
Ui
G = — = (80)

¥ Cis
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es sein, welehe uns zur Kenntniss aller einzelnen wu fithrt. In den
meisten Fillen ist es aber geniigend, solche am Eingange mit @
bezeiehnete Grissen zu kennen, die eine willkiirliche Constante als
Factor bei sich tragen. Substituiven wir also die aus (79) oder (80)
sich ergebenden Werthe der w in die Gleiehungen (3) und begreifen
sowohl + 1} I,“,,, als auch den gemeinschaftlichen Nenner I/ (s,) in
die crwiihnte Constante ein, so hekommen wir, da diese fiir jede Wur-
zel s, eine andere sein darf

o = C, S %;ru (/l/:)r§

eine Formel, in welcher der Stellenzeiger /i beliebig gewihlt werden

(81)

n—1
0

kann und zwar jener Grisse @ angehort, die mit

C,
F (s,)
cinerlei Zeichen zu tragen hestimmt ist.

Der Beweis. dass dic aus (81) gezogenen Auflosungen fiir die
Unbekannten @ das vorgelegte Gleichungs-System (1) erfiillen, lisst
sich nun aueh riickwiirts etwa folgendermassen fiihren:

Man setzt in (81), nachdem man darin den Index g der Kiirze
wegen hinweggelassen hat, fie die 2 ihre hekannten Werthe, ndmlich:

7\,,_121. }."_2 = s —|— A,: );"_:; = §Y + S‘A, + Ag; ..

Ay = sn—1 + g Al + v e e e -An—l

wodurch man zu
wp = C st (hk)y + 5"~ | (hk)o Ay 4 (RE}Z ]+ - -
[(h)o duey + (hE)y dus o o (h)acr] | (82)
gelangt und hildet dann das Polynom:
(E) ey + k) o + (BE) s + ... (nh) @, =
“ . 'n , n ] yn—1
5 u\'(a/;).l,qg' —¢ SS{. e (hae), (k)|

Schreibt man aber dieses mit Riicksicht anf das Bildungsgesetz

hiherer Coéfficienten wie folgot

(k) @y + k) ws + oo (k) v = C {s"—’ (hk), +
s'H (k) Ay () |- o [ (ke )y ya b (RE )y Ao« (/1/:),,]}(83)
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und zieht hierauf die (82). nachdem man sie vorher mit s multiplieirt
hat, von der (83) ab, so ergibt sich naeh ecinigen Reductionen

(1E) @y + (26) vy + (3k) w5 4 . o (nk) wp — sy =
C.[(hk)y duey 4 (hE)s duos 4 -+ - (hk).]
— C(hE)[s" + sm=" Ay + o oL 8]
oder weil hier das als Factor vou (hk), erscheinende Polynom naeh
(38) gleicl
— 4,

(k) oy + 2k) ws + . .. (k) en = syt
+C (b)Y, + (hk)ar Ay A (hk)aez s - o (hk)o A,f (8%)
In dieser Gleichung versehwindet aber zufolge der unter (70)
nachgewiesenen Relation rechterseits das ganze in € multiplicirte
Polynom. Sie selhst reducirt sich daher auf die:

(1w, + 2k)a. + B as 4. . (nk)e, =sv, (85)
und gibt somit dic Uberzeugung, dass die Auflosungen (81) fiir die
Unbekannten . in der That fir jeden belichigen Stellenzeiger £ der
Gleichung (85) oder wus dasselbe ist, simmtlichen des vorgelegten
Gleichungs-Systemes (1) Geniige leisten,

Schliesslich wollen wir noell bemerken, dass die Auflosungen
(81), fiir sic dieselbe schon oben gebrauchte symbolisehe Schreib-
weise in Anspruch nebmend, in nachstchende sehr einfache Gestalt

ist, auch:

sich fassen lassen:

SO F (hk)
Q2 —C,‘m (86)

eine Formel, deren Richtigkeit ein kurzes Zusammenhalten der Glei-
chungen (74) und (81) unmittelbar lehet und die wir, des hiufigen
Yorkommens unbestimmter Gleichungen halber vorziiglich darum bei-
bringen, weil sie ungleich der (81) tauglich erscheint, die Zusammen-
sctzung ihrer Auflosungen aus den Coéflicienten (£ 4) deutlich vor
Augen zu fihren.

b. Bestimmte Gleichungen.

Die cin System symmetrischer bestimmter Gleichungen wie:
e+ + D)4 .. (), =&
CHao,+22)w @D+ ... Co)w, =6,
GhHa, + B, + B3+ .- Bre,. =5

tn lj .l'; —{—.(11?:) .l.‘; —}- ().13)'.1:3. —i-. . . .()l iz) :L‘n - .E,,
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erfiilllenden Werthe der Unbekannten @ lassen sich wie bereits ange-
kiindet worden. zusammensetzen aus den, bei der Aufldsung eines mit
denselben Coéfticieuten behalteten Systemes unbestimmter Gleiehun-
gen, gewonnenen Grossen. dus lieisst, sie lassen sieh darstellen als
Functionen siimmtlieher i und der Wurzeln der Eliminationsgleichung.
Bs geschieht dies nun folgendermassen:

Man multiplicirt, unter Beibehaltung der im vorigen Ahsehnitte
angenommenen Bezeichuungen die Gleichungen (1) der Reihe nach
mit

RALT ! SRIA TR R
darauf addirt man sie und erhilt als Resultat vermige der Gleichun-
gen (a 25), diese auf die Wurzel s, bezogen :
si(e i g oo van,t) = Eug . gt ()
dieselhe Operation mit anderen und anderen Reihen der « vorgenom-
men, tiefert aber noeh aus éiholichen Griinden :
so(ryag e gt o cv,?) = Gyt st L St
sy(enue 3 a3 g3 o L) = G S 3 L LGt ()
Su( " it g v = Ean & L

Jetzt multiplieirt man die simmtlichen Gleichungen (2) in der
Ordnung, in weleher sie anfeeliihrt wurden, mit

ul, ", us, w}

] s . e e e .
Sy Sy Sa S,

und addirt sic abermals, womit die Rechnuug beendet ist.  lu der so
erhaltenen Summe fullen viimlich links vom Gleiehheitszeichen alle @
hinweg, da sie einen zu Folge der Relationen («, 19) der Nulle glei-
chen Factor bei sich tragen, mit alleiniger Ausnahme von @, , dessen
“actor sich der Einheit gleich findet. Sie selbst:

Loqutyety ey wpty
T S | A PR
Ly &1 i 5, o —{- o o o o l
. oprlad, uut, upun',
+ & I g Sy il § s, I
L[t W, AT
e

liefert daher sagleich den gesuchten Werth von v, wie folgt:

\ ', wud, Wi

e =S g [ g MS | SRIEEE)
- ( S So 3, })

1
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Nun ist aber im Sinue der fir Coéflicienten von Gleichungs-
systemen verschiedener Orduung eingefiihrten Bezeichnungsweise,
die anf negative Ordmmngszahlen auszudehnen uns offenhar gur nichts
hindert

(hk)_) =

wir kinnen also den, in der fiir alle Stellenzeiger /£ giiltigen Glei-
chung (3) enthaltenen Auflosungen des Gleichungs-Systemes (1) noch
nachstehende ibersiclitlichere Formen ertheilen :

ety wu?, [IARTEN wnn ,

Sa 3 s,

+

b= (DG (DL + (BG4 - (g
= D h 4+ QD h 4 (2 54 . @) b
=B &+ B)aE+GHaEF L B
.z,:,, ;.(ll.l);|.5,.—k' ('/1‘2.)_:1 &" ;1—.(/1.3)._1‘5_3.—}; .. .. .. '('n‘n)'_. 'cf,,

Was nun die Coéflicienten (/2 k)_, vder Gberliaupt die negativer
Ordnnngszahlen hetrifit, so stehen sie, obgleieh sie nicht wie die posi-
tiver Ordnungszahlen nach dem im ersten Abschnitte hesehriebenen
Verfahren aus den Coéfficienten des Gleichungs-Systemes (1) sich
bilden lassen, dennoch sowohl zu allen ihres Gleichen als zu denen
posifiver Ovdnngszahlen genau in denselben Bezichungen,in welche
die letzteren unter ecinander treten.  Es hat dies darin seinen Grand,
dass das Bildungsgesetz (36), welches seiner Entstehung nach nur
fiir positive Ovdnungszahlen » Giiltigkeit hat, diese aueh fie negative
nicht verliert. Nimmt man némlich mit der Gleichung

(ha), = styutu's 4 shouzuz, + - . . L ST,

nachdem sie vorher mit («k) multiplicit worden, eine Summution
nach dem Stellenzeiger « von 1 bis 2 vor, so ergibt sich mit Riick-
sicht auf die Bedeutung der Grossen u

{ ) n

S (he), (a/.-))‘ = sttt 4 st e L L st L ey,
@ ‘l

oder

(hk)esr = S (h), (a/;ﬂ"

v
eine Gleichung, die, der Form nach mit dem Ll]dun"wesetze (a 36)
identisch, das Gesagte heweist, weil bei ilirer Ableitung die Yoraus-
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setzung, » sei positiv, nirgends in Rechnung gesetzt wurde. Die
unmittelbare Folge davon ist aber, und man iiberzengt sich dessen
sehr leieht, dass auch die Gleichung («72) oder was dasselbe ist die
(« 73) noch fiir negative » Bestand hat.  Schreiben wir sie also
namentlich fiir » = —1 anf

MYy + Ay (hh)yee + As (M) + . . o . Auey (RE), +

+ Ay (hk)—y = 0 (6)
so kinnen wir offenbar aus ihr den Werth der Coéfficienten (hk)_,
und zwar in neuer Gestalt ziehen. Es liefert die Gleichung (6)

Ay (hE)—y = — {(/,/f),,_. + Ay (hkYus + - o Aumy (W) of

oder nach symbolischer Sehreibweise:

o L RO

()= an ) T Fey 5 (8)
und es zeigen sich jetzt die Coéflicienten (££)_, nieht mehr ausge-
driickt dorch siinmtliche s und # wie in (4). sondern durch die schon
zur Berechnung der letzteren Grissen erforderlichen Elemente, das
sind die Coéfficienten von 2 Systemen positiver Ordnungszahl und
die der Eliminationsgleichung.

Eine Eigenthiimlichkeit aber besitzen die Coéfficienten negativer
Ordnungszahl, und zwar die, gelegentlich durchgehends unendlich zu
werden. Dies ist, wie aus (4) zuersehen, dann der Fall, wenn eine oder
mehrere der Wurzeln s verschwinden. Da aber mit ihnen zugleich
simmtliche rechts vom Zeichen hefindliche Polynome in (8) unend-
lich werden, so hioren augenscheinlich in dem bezeichneten Falle die
Gleiehungen (1) auf, allgemein dureh endliche Werthe der @ erfiill-
bar zu sein. Soll dies dennoch slattfinden, so miissen die &€ gewisse
telationen erfiillen — sie miissen nimlich die Zihler aller in (3)
auftretenden Briiche, die irgend eine Wurzel Nulle im Nenner tragen,
zum Yerschwinden bringen. Von diesen Briichen besitzen aber alle,
welche einer und derselhen Wurzel s, zugehiren, den Ausdruck

g, =uw & Fw b F w4+ .. L e g,
als gemeinschaftlichen Factor,
7,=0 (9
istdaher die durch das Verschwinden der Wurzeln s, zu dem erwithnten
Zwecke geforderte Relation und es wird deren im Ganzen so viele
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geben, als der Nulle gleiche Wurzeln in der Eliminationsgleichung
vorkommen.

Leisten nun die £ diesen Relationen Geniige, so werden die Auf-
losungen (8) allerdings endlich — aber unhestimmt. Es treten niin-
lich jetzt an dic Stelie der Gleichungen (5), wenn man die Werthe
der v, welche sich, nach llinweglassung aller von der Nulle gleichen
Wurzeln herviibrenden Gliedern, aus ihnen ergeben wiirden, mit ./

O

die Briiche . aber mit ¢, bezeichnet nachstehende

= gt (10)

und diese enthalten. da uns nichts zu ciner bestimmten Wahl der Quo-

®

tienten ¢,, die offenbar von der Form % sind, zwingt, genau so viele
willkiirliche Grossen als die Eliminationsgleichung in s der Nulle
gleiche Wurzeln bietet. Diese Willkiirliehkeit bestiitiget nicht nur
eine Substilution der Auflosungen (10) in (1), sie geht auch unmittel-
bar hervor aus den Gleichungen (2), wenn man nur darauf Acht hat,
dass von ihnen mit dem Verschwindeu ciner oder mehrerer Wurzeln
und der Erfillung der betreffenden Relationen (9) eben so viele iden-
tisch werden, sie also auch dann die Werthe fitr chen so vicle @
unbestimmt lassen.

Bei dem sonstiiblichen Verfahren, ein System bestimmter linea-
rer Gleichungen wic (1) aufzulésen, ist der wesentlichste Theil der
Reclimung der, aus den Coéfficienten (/4k) das unter dem Namen der
Determinante bekannte Polynom zu hilden und dieses zuerst nach den
Coéfficienten der ersten Horizontalreihe in (1) dann nach denen der
zweilen, dritten u. s. w.. endlich nach denen der 2'* zn ordnen.
Hat man dies gethan, das heisst, hat man dem genanuten Polynome,

welches M heissen mag, die Formen:

M= (1) pyy + (12) pto + (U3) p + . . . (1) p1,
=QCRpx+ @) p+ 2 pu+ . . . (2n) pr
=B ps + (32) p% + 3B3) pu 4+ . . . Bu) ps (1)

9 .

= () pm 4 (n2) pm + (3) prs + . . . (un) pta
ertheilt, so findet man auch allsogleich die Werthe der Unhekannten
2 durch ecine Reihe von Gleichungen wie folgt:



976 Lichtenlels
My, = ["1 El + P 'y Ez + I’I + e l)l" ‘E"
s - P

e — P & + P &+ P -
My, = /)3, & + /)3 & + ])3 + SANGd a ((02)

e e e

My, = pm E, + })" & —I— p" é' + e ey
Die hier crscheinenden Grossen p nun sind. wie ein Zusammen-
halten der Gleichungen (12) und (5) wegen der Independenz der

Grissen & lehrt, mit den von uns eingefiiheten Coéfficienten (hk)_,
offenbar t]lll‘(‘]l folgende Relation verbunden:

o0,

Ao ’”"*}(13)

P =M (hk)_y = M § _’% + 2
es ist also von thnen auch nachgewiesen, sie seien beziehlich ihrer
Stellenzeiger £ und & symmetrisch. Weiter geht aus (12) hervor, die
Anflosungen . konnten, da die p ihrer Natur nach stets endliche
Grossen sind, wenn nur die (A£) es sind. allein dann unendlicl wer-
den, wenn die letzieren die Bedingung

M==0 (14)

erfiillen. Diese stimmt aber genan iherein wit der ohen angegebenen
des Verschwindens einer oder mehrerer Wurzeln s, denn aus der Art, wie
aus der Determinante M ie Eliminationsgleichung in s hergeleitet wer-
den kann, weiss mau, dass iheletztes Glied A, abgeschen vom Zeichen
mil eben diesem M identiseh ist uud sein Verschwinden ist ja noth-
wendig, sollen eme oder mehrere der Wurzeln s der Nulle gleich
werden. Doch divflen die Auflosungsfovmen (11), (12) weniger als
die (4), (5) zwr Erorterung der beim Yorhandensein von der Nulle
gleichen Wurzeln eintretenden Umstinde geeigunet sein,

Sieht man jetzt durauf, welche Methode der Auflésung der Glei-
chungen (1), obdiein (11) und (12) oder die von uns in (4) und (5)
durgelegle einen geringeren Rechnungsaufwand erheiseht, so muss
man ohne Zweifel der ersterwithnten im Allgemeinen den Vorzug ein-
dumen, fordert doeh letztere enlweder die Berechnung siimmtlicher
Producte w, w, und der Wurzeln s nach (4) oder die der (£k), und
der Coélficienten der Eliminationsgleichung nach (7). Gleichwohl
hielten wir es nicht fiir iiberfliissig, die Gleichungen (4), (5) zu erzeu-
gen, denn es ist, selbst abgesehen von den Vortheilen, welehe die
Kenntuiss der Zusammensclzung  der Coéflicienten (4)_, aus den
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w und s gelegentlieh bieten kann, chenso entschieden vortheilhiafter,
den durch sie gezeigten Weg in der Rechnung zn betreten in dem
Falle als mit der Auflosung eines Systemes bestimmter Gleichungen
wie (1) auch die eines édhnlichen Systemes aber unbestimmter oder
doch die Darstellung seiner Eliminationsgleichung geboten ist; denn
dann ist es offeubar weit leichter, die Coéflicienten (4 /)_, zusammen-
zusetzen aus den hereits bekannten Grissen « und s oder den schon
behufs der Bildung der Eliminationsgleichung gerechneten (4 £), und
A, als die verschiedenen p zu ermitteln nach ihrer dureh die Rela-
tionen (11) gegebenen Definition.

B. Gleichungen it beliebigen Coéflicienten.
«. Unbestimmte Gleichungen.

Um bei Gleichungen mit beliebigen also im Allgemeinen nieht
symmetrischen Coéfficienten zu dhnlichen Resultaten zu gelangen, wie
bei denin den vorhergehenden Abschnitten behandelten symmetrischen,
wird es nothwendig, gleichzeitig zwei verschiedene Systeme der
Betrachtung zuunterwerfen, die zwar dieselben Coéflicienten aber nicht
in derselben Anordnung besitzen. Dieser Unterschied in der Stellung
der Coéflicienten besteht nun dariu, dass ein Coéfficient, welcher in der
L' Horizontal- und £'* Verticalreihe des ersten Systemes vorkdmmt,
im zweiten seinen Platz findet in der £ Horizontal- und 4" Verli-
calreihe — it cinem Worte, Horizontal- und Verticalreihen werden
vertauscht beim Ubergange von einem Systeme zum anderen. Es wird
dies am anschanlichsten dureh die Einfihrung der neuen Symbole :

h

(Ic
in welehen fiir das cine System der Zihler die Ordnungszahl der
Horizontal- und der Nenner die der Verticalreihe angezeigt, withrend
fir das andere System diese Bedentungen sich umkehren, unid des-
sen Werth eine Anderung erfahren daef durch eine Verweehslung

der in ihm enthaltenen Stellenzeiger & und k. Das erste System fin-
det sodann dem Gesagten zu Folge in:

(%) r (-:-) a4 (%) R (—l-) ey = B -
(—;) o+ (%) @+ (-i—) R (;):L) A == Gy
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()t G+ (Yot i @
(") £y + ( ).L, -+ ( Py . .(:—Z).v,, = S

das zweite hingegen in:
Bt @t ot (Du=o
Gat Ot Ot (D=
(‘1;‘) Y+ ('%) L (':) Ys + - (N) Yn = Sls ()

() + (;:) v+ ( Yo+ ()=
seinen Ausdruck. Es ist klar, dass aueh hier die Gleichungen (1) und

(2) keineswegs alle . und y vollkommen hestimmen, sondern blos
deren Verhitltnisse; fiihren wir daher mittelst der Relationen:

o= Cupy e = Cily, 5 = Cueg . . . . 2, = Cu,(3)
Y= Cvyy Yo = C'v, 45 = C'vy . . . . Y = Clog(4)

die neuen Grossen w und v ein, so ist es uns, da nach vollfihrter Sub-
stitution die counstanten Factoren €', € aus den Gleichungen (1) und
(2) hinwegfallen, gestattet, zur Entfernung aller Willkiirlichkeit diese
Grossen « und v zweien beliecbigen Bedingungsgleichungen zu unter-
werfen.

Es ist nun vortheithaft, diese Bedingungsgleichungen so zu
wiihlen, dass, falls man die Systeme (1) und (2) in symmetrische, also
heziehlieh ihrer Coéfficienten identisehe iibergehen lisst, auch die «
und » zusammenfallen. Als ecine derselben wird vecht passend fol-
gende gelten konnen :

vy g vs Fugos 4+ .00 w0, =1 (5)

da sic aber fire = » sich in die fir symmeltrische Gleichungen fest-
gesetzte :

oy 4w gy ., =1 (6)

verwandelt, so miissen wir als zweite offenbar eine solehe wiihlen,
die dureh die Substitution w=2» identisch erfiillt wird. Unter der
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gemachten Vorausselzung nimlich fullen die Systeme (1) und (2) in
cin einziges zusammen und dieses reieht dann in Verbindung mit (6)
vollkommen hin, alle woder die ihnen gleiehgeltenden v zu bestimmen,
daher eine weilere Bedingungsgleichung fir die « oder v unzuliissig
wire. Eine solche dureh die Annalme

w="1
identiseh erfiillte Gleichung ist nun etwa folgende:

gy Aty g g = v F v v vy 4 Lo, (T)

und wir wollen sie aueh, ohgleich es eben nicht néthig wire, um
etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, heibehalten.

Die Gleichungen (1) und (2) darin die @ und y durch die ent-
sprechenden « und v ersetzt in Verbindung mit denen (5) und (7)
sind es ulso, mit deren Auflosung wir es zu thun haben.

Wir haben in beiden Systemen (1) und (2) den ,unbestinmten
Coéfficienten® mit einerlei Zeichen mit s angedeutet und dies darum,
weil in der That beide Systeme dieselbe Eliminationsgleichung, also
auch ecinerlei Wurzeln besitzen.  Man konnte dies leieht nachweisen
durch das allgemeine Bildungsgesetz der Determinante der Coéfficien-
ten (% . aus welcher die erwiihute Eliminationsgleichung bekaunt-

lich dadurch hervorgeht, dass man in demselben alle Coéflicienten

()
k
denen wir auch hier den Namen der diagonalen geben, mit
k
() —+
k
vertauscht und das so verinderte Polynom der Nulle gleich setzt.

Dem Gange nnserer Rechnung ist jedoeh eine andere Beweisart
natiirlich — dagegen beniitzen wir das Bildungsgesetz der Deter-

von der Form

minante dazu, um zu zeigen, dass auch fiir nicht symmetrische Glei-
chungssysteme wie (1) und (2) noch die Summe der Waurzeln der Eli-
minationsgleichung der Summe der Diagonal-Coéfficienten gleiclh sei,
wiithrend wir uns die Schipfung dieses Beweises aus den Gleichun-
gen (1) und (2) selbst noch vorbehalten.
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Diese Determinante setzt sich nun zusammen aus einer Reihe
von Producten, welehe aus dem ersten derselben:

1 2 3
HEHE -G ®
fiir das System (1) dadurch erzeugt werden, dass man in ihm alle

T r . k
miglichen Yertauschungen der in den Symbolen (T) als Nenner

auftretenden Stellenzeiger vornimmt, hingegen fiir das System (2)
dadurch, dass man in gleicher Weise mit den als Zihler erscheinenden
Stellenzeigern verfihrt.  Daraus erhellt aber, dass nur in dem ersten
Gliede (8) der Determinante séimmtliche Coéfficienten von der

Form:
()
=

2 an der Zahl vorkommen, in jeder der iibrigen aber deren hochstens
n—2 an der Zahl erseheinen kinnen, denn schon eine einfache anf
nur zwei Stellenzeiger in (8) sieh heziehende Permutation liefert in
dem neuen Gliede bereits ein Factorenpaar wie:

BN E ()

helisst also nur #—2 Symbole in ithrer fritheren Form. Erinnert man
sich jetzt der Arvt, wie aus der Determinante die Eliminationsgleichung
n s hervorgeht, so ersicht man, dass lediglich das erste Glied der
nach oben angegebener Weise veriinderten Determinante, das ist:

(D=1 = D=+ (=1

die 2 und (n—1)", alle iibrigen aber hochstens die (n—=2)* Potenz
vou s enthalten kinnen. Demmnach kommen die zwei hochsten Terme
der Eliminationsgleichung nur ans (9) und da sie offenbar folgende
sind:

_qn—l+|( )+( )—I—(.{)ﬂ‘ oG]

so ist auch bewiesen, die Summe der Wurzeln der Eliminationsglei-
chung sei der Summe der Diagonal-Coéfficienten gleich.

Das Gesagte gilt nun fiiv beide Systeme (1) und (2), nennen wir
daher die Sumnnen der ersten, zweiten, dritten efe. Potenzen der
Wurzeln in Bezug auf das erste System

P R ) (9)
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in Bezug auf das zweite aber
‘S‘Hl’ ‘SIIZJ S‘”.’Fﬁ RO ORC S”Il

so wird man zuvirderst haben:

si=si=(@r Q@G

Dass aueh fiir die Summen hoherer Potenzen der Wurzeln dhn-
liche Gleichungen gelten wie (10), hat darin seinen Grund, dass sich
die in den Systemen (1) und (2) herrschende Reciprocitit unter
den Coéflicienten auch in alle Systeme von hoherer Ordnungszahl als
der ersten forlpflanzt. Da aber dies nieht unmittelbar walrgenommen
werden kann, so miissen wie diese letzteren, zumal sie anch sonst
noch nothig werden, entwickeln.

Es geschieht dies genau so wie bei den symmetrischien Gleichun-
gen im ersten Abschuitte. Man gewinnt néimlich, falls man von einem
der Systeme (1) oder (2) zu dem entsprechenden zweiter Ordnung
vorschreiten will, irgend cine Gleichung, etwa die £'° dieses letzteren,
wenn man die Gleichungen des urspriinglichen Systems der Reile
nach multiplicirt mit den Coéflicienten der A" Horizontaleolumne
cben dieses Systemes erster Ordnung und sie darauf alle addirt. Die
Gleichungen zweiter Ordnung sind dann der Zahl nach vollstindig
wenn simmtliche Horizontalreilien auf diese Weise verbraueht wor-
den. So wie aus dem System erster Ordnung das zweiler Ordnung
entsteht, so entsteht auch aus diesem das der dritlen ete., und allge-
mein aus dem der 7" das der (r+ 1) Bezeichnet man daher die
Coéfficienten der aus (1) abgeleiteten Systeme hiherer Ordnung mit :

Gl
(%),

die, welehe den aus (2) hervorgegangenen angehiren, so wird die
Bildung des Coéfficienten von a, in der 2" Gleichung des (r—{-l)“’“
Systems der einen Gattung geschehen durch Multiplication der Terme :

@, @ @, G,

mit der correspondirenden der Reihe:

() () () -G, )

Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. XIL. Bd, V. IIft.

hingegen mit
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und darauf folgende Addition aller einzelnen Producte, hingegen die

des Coéflicienten von wy, in der £ Gleichung des (r41)'" Systemes

m

der anderen Gattung durch eine élnliche Behandlung der Terme:

/AN hN" N

CHRI 6 63 I ¢ }
mit denen der Reibe:
1 2 3 n

& @ &)
die Bildungsgeselze der einen und der anderen Art Coéfficienten wer-
den dalier sein:

).~ @ H+E.G)+ GG+
), ) (1)

(.= (. G )+(") G+ GIEES
NEINE) (12)

Die Reeiprocitit der beiden Coéfficientensorten oder was dasselbe

ist die Gleichung
( h) ' ( /l) "
k r+l_ k r41

lasst sich nun fiir einen bestimmten Werth von » nachweisen, unter
der Yoraussetzung, sie finde Statt fiir die niichst niederen Ordnungs-
zahlen 7 und »—1. Geben wir nimlich den Gleichungen (11) und
(12) folgende Gestalt:

GLogE G
&) s{(;ix GF o

so kinnen wir dann, da denselben Bildungsgesetzen zu Folge auch

G-$E).. B (1%)
().~ $1G).. (15)

und
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(c( ! "
Ik ()

in (13) und (14) mit den ihnen ja gleichgeltenden aus (18) und

(16) genommenen:
N
(1.-’), ’ (E),

vertausehen und gelangen somit za den neuen Formen :

@.-GL O Of o
-G OGN

welche wegen der ebenfalls vorausgeselzten Gleiehheit :

D
(L= (G €

beweisen. Da aber die Gleichung (19) besteht fiir #=0 und wie ein
Blick auf (11) und (12) lehrt aueh fir »=1, so besteht sie dem
eben Bewiesenen zu Folge anch fir »=2, ferner ehen darum fiir =3
u. s. w., karz fiir alle moglichen Ordnungszahlen 7. Nennen wir
also dlC in (19) identisch befundenen Symbole:

G

so bekommen wir fiir die aus (1) abgeleiteten Systeme hoherer
Ordnung:

(Dt )t (Dot (D= e

(_3) u -+ (%) u, + (2) T (:)ru,, = 8",y

( ) uy + ( ) s + ( ) Uus - - (%)ru,, = §"uy (20)
)

@)+ Y et (@)

ist, die Symbole

aueh die von

W = STy
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und fiir die aus (2) abgeleiteten:

Dot @t Gt ()
@+ Gt Gt - () nmr
GERSCITO LTI

(n) ot (n) . T (n) BEE o o (%)r Pw = §7Cn

als allgemeines Schema, withrend die in ihnen enthaltenen Coéflici-

21)

r, = §Tvy

enten dureh dus gemeinschaftliche Bildungsgesetz:
h 2 h : 0
(7)., =(%],.(y) -G, (-)+(§f),(§;) +
) ) 22)
h 1 h % I 3
= (7). (?) + (—) H+GE). @+
G ()
definirt sind.

Kehren wir jetzt zuriick zu den Grossen S, S vnd der Elimina-
tionsgleichung. Da die Systeme (20) und (21) beziiglieh ideutisch
sind mit den urspriinglichen erster Orduung (1) und (2), denn sic
wurdenn ja blos dureh Combination der letzteren unter einander
erzeugt, so muss auch ihre Auflisung dieselben Werthe fiir s zu-
lassen wie die Auflosung dieser ; woraus folgt, duss die Grissen

\ o
Be oo *S r

aus den Diagonal-Coéfficienten in (20) und (21) genau so entstehen
wie die:

S8
aus den analogen Cotflicienten in (1) und (2). Es besitzen aber die
Systeme (20) und (21) gemeinsehaftliche Diagonal - Coéflicienten,
wie man sicht, die Grissen S/, S/ bekommen dalier ebenfalls einen

gemeinschaftlichen Werth und zwar den:

s=(), + ).+ (), + (), e
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woraus wiedernm folgt, dass die beiden in Rede stehenden Glei-
chungssysteme einerlei Eliminationsgleichung

F(s)=0 (24)

haben, deren Coéfficienten, nachdem sie in entwickelter Form aufge-
schrieben worden:

A s At As Ay =0 (25)

sieh durch die Grossen .S mittelst der bekannten Relationen :

Ss+4 =0, S: +8 4 +24 =0, .. 8+ S 4+
4+ S Ay +d, =0 (26)
bestimmen.

Die Kenntniss des Umstandes, die Systeme (1) und (2)
liessen dieselben Wurzeln s als Auflésungen zu, erleichtert uns die
Auffindung einfacherer Beziehungen, in welche die % und v unter
einander treten. Zu diesem Ende hezeichnen wir die einzelnen Wur-
zeln der Eliminationsgleichung (25) mit

Sjo G Go o o o 5

ferner die einer derselben ctwa s, entsprechende Reihe der « mit

TR R T R T
und die der ¢ mit

BB B 0 o oG
und behandeln die Systeme (20). (21), nachdem wir in ihnen der
Einfachheit wegen die Ovdnungszahl »=1 genommen, das erstere
aber auf die Wurzel s,, das letztere auf die s, bezogen haben, genau
s0, wie wir es im ersten Abschnitte thaten, um die Realitiat der Wur-
zeln zu beweisen.  Wir multipliciren nimlich die geédnderten Glei-
chungen (20) der Reihe nach mit

v, et vt . . L ot
woraaf wir sie alle addiren, jede Verticalcolumne zu ecinem Gliede
vereinigend. In dem Resultate:

[ (Bt (Dot - (2] +
(D (o (2] +
-} u,,”[(%—) L (%)va"—i— .. (:%) 1'2"] =

= s (¥ e ke ok eh4 et (27)
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erkennen wir aber dureh ein Zusammenhalten mit den in besehrie-
hener Weise geinderten Gleichungen (21), dass die hier als Facto-
ren der 7 erscheinenden Polynome der » der Reihe nach ersetat
werden konnen durch:

h
n

3 h 8 (0 W« h Q .
Sp 8V s 8,035 « ¢« o850

Wir fithren also diese Substitutionen aus, bringen dann die (27)
anf Null und bekommen somit:

(si—s) (oF ot 4k v g v w0 =0 (28)

Zur Erfiilllung der (28) ist es aber nothwendig, dass einer der
Factoren des auf der linken Seite vom Zeichen stehenden Produetes
verschwinde. Der IFactor

S8

ist aber wegen der Ungleichheit der Stellenzeiger im Allgemeinen von
der Nulle versehieden, das Polynom der # und » muss daher der Nulle
gleich sein, das heisst, es muss

e A e e L e =0 29)

sein; jedoch mit Ausnahme des Falles, wo A=£ wird, denn dann ist
die Gleichung (28) wegen

$,—8, =0

ohnedies identiseh erfiillt, es wird vielmehr alsdann in Gemiissheit
der Gleichung (8). die wir fernerhin fiir alle den einzelnen Warzeln
entsprechenden Reihen der 2 und » statuirt wissen wollen,

W g e g a  e)=1 (30)

Das Gesagte gilt streng genommen nur, wenn die Eliminations-

gleichuifg lauter verschiedene Wurzeln bietet; finde niimlieh dies
nicht Statt, wiirden also eine oder mchrere der Differenzen

S5

trotz der Verschiedenheit der Stellenzeiger der Nulle gleich, so
konnte man aus der Gleichung (28) nieht mehr auf die entsprechende
(29) schliessen. Ahnliches wie im ersten Abschnitte bei den symme-
trischen Gleichungen kivnnten wir auch hier beziglich des Yorkom-
mens gleicher Wurzeln s bemerken, wir begniigen uns jedoch zur
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Vermeidung von Weitliufigkeiten die dortige Aunahme, die Elimina-
tionsgleichung besiisse in der That lauter verschiedene VWurzeln,
auch auf die hier behandelten Gleichungen auszudehnen und riick-
sichtlich der dureh das Anftreten gleicher Wurzeln etwa erforder-
lichen Modilicationen der Rechnung auf den Schluss dieses Abschnit-
tes zu verweisen.

Es gelten uns also die Relationen :

TP R T R e T i ST TR P | (31)

w4 o e At e w k=0 (32)
gewiss fiir alle von einander verschiedenen Stellenzeiger £ und /.
Wir leiten zuniichst aus ihnen einige neue ab und zwar auf folgende
Weise:

Wir multipliciren die aus (31) und (32) durch Vertauschung
von £ mit » und A der Reilie nach mit 1, 2, 3 ... » hervergehenden
Gleichungen:

et e et L e, =0

0t et et L w2 =0

T R o L S N Tl A N VA S | (33)

et e g vt L w e =0
in der Ordnung, in welcher sie aufgefiihrt worden, mit

20 500 Es TSt Tt

und addiren sie nachher. Das Resultat wird, wenn wir die neuen
Symbole

[t vn] =wr vt 4 w2 e 4wl o+ 0wt (

in Gebraueh ziehen, folgendes sein:

e [ ey ] A e [y ve] o [ ] 4 oS g v,] = (35
In diesem letzteren ertheilen wir jetzt dem 2 nach und nach alle
Werthe von 1 bis 2 und unterwerfen die so neu entstehenden Glei-
chungen:
e st ]+ .0t [ue,] =
ut[iey ]t e, |4 - o w2 mer,] = w2
ud e w3 e 4+ o [e,] = w3 (36)

o

4)

" ey + we figre] 4 0w g ] =0
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wieder einer Multiplication aber mit der Factorenfolge:
IR T B G s

und nachheriger Addition, was uns in Verbindung mit (34) zu
bl S

[een ][] [aeed] s ]+ Jwee] s+ - (37)
+ [ ] [wen ] =[]
gelangen lisst. Solcher Gleichungen wie (37) konnen wir uns aber
dadurch, dass wir sowohl 7 als £ die Reibe der natiirlichen Zahlen
durchlaufen lassen, offenhar 72* an der Zahl verschaffen. Daraus nun
und aus dem Umstande, dass diese Gleichungen die Symbole [« v,]
in verschiedenen Dimensionen enthalten, folgt, dass sie die Werthe
der letzteren, deren es ehenfalls nur 22 an der Zahl gibt, vollkommen
zu hestimmen fihig sind.  Es wiire nun gewiss nicht leicht, diese n?
Gleichungen allgemein aufzulosen und wenn schon dies hereits
geschehen wiire von den vielen Anflisungen, welche sie fiir jede
ilirer Unbekannten u, »,| hieten wiirden, gerade die hicrorts pas-
sende auszuwihlen — denn eine kann es nur sein, weil ja fiir uns
lie Symbole [, »,] nach (34) zusammengesetzt sind aus den durch
die vorhergehenden Gleichungen definivten Grissen « und »; man
gelangt aber fast olme alle Rechnnng zum Ziele durch folgende ein-
fache Uherlegung :
Denken wir uns, die Gleichungen (37) seien bereits aufgelist
und die Auflosungen unter die Form

[wera] = Bt (38)
gebracht, so ist klar, dass die Grossen & siunmtlich reine Zahlen sein
miissen, denn dic Gleichungen (37) enthalten ausser den gesuchten
Symbolen gar keine anderweitigen Grissen, dass sie also inshesondere
von den Coéfficienten ({l der beiden Systeme (1) nnd (2) in kei-
ner Weise abhiingen. Ohne also die Grissen 3 zu beriihren, konnen
wir die erwiihnten Coéfficienten helichig wihlen, thun wir aber dies,
s0 dass die Systeme (1) und (2) symmetrisch werden, so fallen uns
den am Eingange statuirten Gleichungen (8) und (7) zu Folge die
Werthe derw und ¢ zusammen, die Symbole [w, ¢, | gehen iber in:

[ | =] ) =mwr ) 4 w24 . . e

und erhalten somit gemiiss den Gleichungen (18) und (19) des
ersten Absclmittes den Werth Nulle, wenn 4 und & von einander ver-
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schieden, hingegen den Werth 1, wenn dies nicht der Fall ist. Com-
bhinirt man jetzt das Gesagte mit (38). so geht aus demselben hervor,
dass wenn die gy die hicrorts passenden Auflssungen der Gleichungen
(37) vorstellen sollen, von ihnen alle mit verschiedenen Stellenzei-
gern behafteten versehwinden, alle mit gleichen obereu und unteren
Stellenzeigern behafteten hingegen der positiven Einheit gleich sein
miissen. Die gesuchten Auflosungen der Gleichungen (37) werden
daler folgende sein:

[me] =w' e +uler+udrd4 . . wmmen=1 (39)

[nea] =wi' v F e+ wd e+ . e =0 :
erstere giiltig fir jeden, letztere fiiv jedes Paar ungleicher Stellen-
zeiger. Sie ecmiglichen es uns die simmtlichen Coéfficienten

(),

auszudriicken dureh die «, », und die Wurzeln der Eliminationsglei-
chung (25). Zu diesem Zweeke wihlen wir aus den Systemen (20)
(21) eine Gleichung, welche den genannten Coéfficienten enthilt,
etwa die 4 in (20), beziehen sie nach und nach auf alle Wurzeln s
nnd nehmen mit den so bekommenen Gleichungen :

(’1—[ ) '+ (Lj)r ' - (i w;t . (i) ' = s,
() e (2 oot (o) () o =
(%) ( ) T (;) -+ . ( ) 1, =s"unt (40)

() -+ (8) -+ ()t (8)

eine Multiplication mit der Faetorenfolge:

T N (R RGN Ll
nnd nachherige Addition vor. In dem Resultate, welches mit Beriick-

sichtigung von (34) so geschrieben werden kann:

(‘{;‘)r[“l t] -+ (é)r [z vs] 4+« - (%)r[uk v+ .

h
+ (_) [”n TI.J =31 )+ s et s wl el A .
n
+ s v

(41)
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tragen aber gemiiss den Relationen (39) alle Coéfficienten einen der
Nulle gleichen Factor bei sich, mit alleiniger Ausnahme yvon (—I.—)

welcher wit der positiven Einlieit multiplicirt erscheint. Dieser selbst
findet sich daher schon, wie verlangt, mittelst der Gleichung:

( ) =s et 4 s e s w4 . LTt e (42)

dargestellt, als Funetion dev «, v und der Wurzeln der Eliminations-
gleichung. Zur Gewinnung der Relationen (31). (32), (39) und der
Gleiehung (42) aus ihuen war uns allein die Kenntniss nothwendig,
die Systeme (1) und (2) besissen einerlei Wurzeln s, keineswegs
aber die der Eliminationsgleichung selbst; hatte man sich also davon
aufirgend einem anderen Wege als dem oben angegebenen iiberzeugt,
s0 konnte man jetzt Behufs der Darstellung dieser von der Gleichung
(42) ausgehen. Denn setzt man in der letzteren /=/£ und nimmt als-
dann mit ihe eine Summation nach dem Stellenzeiger & von 1 his »
vor, so erhilt man, da in der Summe jede Wurzel s sich mit einem
Polynome wie: '

TP R B T D S T I P T I
die gemiiss den Relationen (31) simmtlich der Einheit gleich sind,
multiplicirt findet:

o s s s, ( )+(.,)+( +-(5) @

cine Gleichung, die von Neuem zeigt, in jedem Systeme belichiger
Ordnungszah]l sei die Summe der entsprechenden Wurzeln der
Summe der Diagonal-Coéfficienten gleich und die identisch mit der
(23) unmittelbar zur Bildung der Eliminationsgleichung fihrt.

Das hierzu dienliche Verfalven ist nun, wie aus den oben ent-
wickelten Formeln zu erseben, genau der Form nach iibereinstimmend
mit dem, welches wir im ersten Abschnitte zu einem édhnlichen
Zweeke in Bezug anf symmetrische Gleiehungen angegeben haben,
man berechnet néimlich aus den Coéfficienten der Systeme (1) und
(2) dic aller hiheren Orvdnungen bis einschliesslich der 2" nach

) (D)) C.G)
) (4 (D),6)+CD.G)

ihrem Bildungsgesetze :
// 1 /

(TL), 1 - ( I.—),( 1i)
/ 1

EIEHEI
6 SR
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dann addirt man simmtliclie Diagonal-Coéfficienten je ciner Ordnung,
um die Potenzsummen der Wurzeln

S = (), (), + (), + G

zu ermilteln, aus welchen Elementen mau schliesslich it Hiilfe der
Relationen (26) die Coéflicienten A der Eliminationsgleichung

S Ay T A Ty L A, =0 (45)
berechnet.

Gehien wir nun iiber zur Untersuchung des Vorkommens reeller
oder imaginirer Wurzeln der Eliminationsgleichung und deren Ver-
halten hinsiehtlich ilires Vorzeichens und numerisehen Werthes. Im
ersten Abschnitte konnlen wir uns zu édhnlichem Zweeke der Glei-
chung («, 40) mit cinigem Erfolge bedienen, hier kinnen wir dies mit
der il analogen (42) darvin 4 = £ gesetzt nicht, weil in der letzteren
weder alle Wurzeln s reell sein noch sammtliche Producte u,* v,*
cinerlei Zeichen, das positive, nothwendig tragen miissen, wie dies bei
den symmetrischen Gleichungen mit den dort auftretenden Wurzeln und
Producten %, w,* der Fall war; es steht uns zur Ermittelung allge-
meiner Bestimmungen hinsichtlich der Wurzeln nebst dem Bildungs-
gesetze der Coéflicienten allein die Betrachtung der Grossen:

Si=s"+ s "+ 574+ .. .8 (46)
zu Gebote. Scheiden wir die Wurzeln in zwei Partien, reelle und
imaginére, nennen die ersleren

Gyy Gae Gy o -
die letzteren aber, welehe stets mur als conjungirte vorkommen
konnen, da in der Eliminationsgleichung (45) simmtliche Coéfficienten
A reell sind,

Y L It P 2Y S
Laet, e Vs 07, O

L
»

wobei wir, was immer erlaubt ist, die Modulle s der imaginiiren

Waurzeln als positive Grissen betrachten, so nimmt die Gleichung (46)

folgende Gestalt an:
S, =g cos (r91) + 21 cos (rp)) + g2 cos (rp)+ 1o cos (ro.) +. ..
P
+ 5"t nF a4 .. (47)
Die Bogen @, 9., 9; .. . konnen nun zwar ganze gebrochene,
rationale oder irrationale Zahlen sein, es wird uns aber in allen
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diesen Fillen mit einem beliebig hohen Grade der Niherung gestattet
sein, denselben folgende Formen zu ertheilen:

(ke ty
le —_ = 92 =
i

ity

=
n'.?s_m’...'

unter den m, @y, .. @5 . . . ganze Zahlen verstanden, wenn wir nur
diesen letzteren Dbeziiglich ihrer Grisse keine Beschriinkung aufer-
legen. Geben wir also nach den angezeigten Substitutionen in (47)
dem 7 einmal den Werth

2 pm

2 p+1)m
unter p ebenfalls eine ganze Zahl verstanden, so bekommen wir, da
alle Cosinuse von der Form:

Cos (2 pax)
der positiven, hingegen alle von der Form:
Cos [(2 p+1)axr]

der negativen Einheit gleich sind, das erste Mal:

Asvzpm - (J‘O‘;)]""‘*'F?I’m.{'—p?ﬂm.{_ p?[!m_‘_ . .)+ (7;2[1"1 _|_ ,J-ffpm + G‘f’)m ] ) (48)

das zweite Mal aber:

Seoptim = — (H0m - CriOm L oErbm oot m )

4 (A m o Gt Dm - gGptm L)) (49)
line Grenze der reellen und der Module der imaginiren Wurzeln
geht nun aus (48) hervor. Diese Gleichung enthilt nimlich auf
ihrer rechten Seite lanter positive Grisssen, es kann daher keine der-
selben grosser sein als der linke Theil eben dieser Gleichung,
demnach ist

ein andermal den

-

V Sep
und zwar fiie ein beliehiges p eine solehe Grénze. Aus dem Bildungs-
gesetze der Coétficienten hoherer Systeme (44) erhelit aber, dass
wenn man mit ¢, den numerisch grossten der Coéfficienten im

?

Systeme »** Ordnung ferner mit " die grosste der durch passende
Wall des Stellenzeigers £ und des Vorzeichens eines jeden Gliedes
zu erreichenden Summen:

(D 2()
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endlich mit Q" ebenso die grisste der Summen:

NG GG

bezeichuel einerseits

Urit < {r 0, (50)
anderseits auch
friv <qr Q" (50)

sei. Verbindet man jetzt, nachdem man in den Relationen (50) das »
auf die verschiedensten Weisen gewiihlt hat, alle gefundenen Un-
gleichheiten unter cinander, so ergibt sich

r—1
4 <q O (1)
und
r—I|
4 < Q" (51)

Da aber ¢, der numeriseh grosste Coéflicient im 7" Systeme ist, so
hat man auch offenbar in Bezug auf numerische Werthe

5= (), + () G =<

also aueh wegen (b1)

r—1
AS',- = "y, (_),
und

r—1
AS"‘ < Il//[ (’”
die gesuchte Greuze ist daher gewiss kleiner. als jede der beiden
Grossen:

2pm 2pm

0 Vﬁz; Q" \/E
0 0"

diese selbst nithern sich aber, da weder ¢, noch die Q" und Q" das p
enthalten, und die letzteren kleiner sind als 2 ¢, oder diesem hoehi-
stens gleich, beim Wachsthume der willkiiclichen Zahl p immer mehr
den Grissen:

Q. ¢
nennen wir daher die kleineren derselben Q so ist dieser Werth:

Q (52)
eme Grenze, welehe weder die reellen Wurzeln noch die Module
der imaginiren, falls man vom Zeichen absieht, zu iibersehreiten
vermogen.
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Nehmen wir jetzt die Gleichung (49) vor. Da der Voraussetzung
nach die Module p siimmtlich positiv sind. so kann der rechte Theil
dieser Gleichung nur dann positiv. werden, wenn wenigstens eine
der reellen Wurzeln 6 und zwar in iiberwiegendem Masse positiv ist.
Jesitzt demnach der aus den Coéfficienten berechnete Werth des linken
Theiles ehen dieser Gleichung das positive Vorzeichen, so muss
wenigstens eine reelle und zwar positive Wurzel der Eliminations-
gleichung geniigen. Wir kennen aber am nicht, kinnen also auch
S@ p+1yw Nicht berechnen, wohl aber ist so viel klar, dass diese
letztere Grosse fiir alle p positiv ausfallen miisse, wenn alle Coéffi-
cienlen positiv sind. Der cinzige aus (49) zu zichende Schluss ist
demnach der: die Elimationsgleichung in s wmiisse mindestens eine
reelle und zwar positive Wurzel zulassen, wenn das gegebene Glei-
chungssystem entweder selbst Coéfficienten von durchgehends positiven
Zeichen Dbesitzt oder doeh in ein derartiges verwandelt werden kann ;
also auch, wie eine Vertauschung von s mit —s in den Gleichungs-
systemen (1) und (2) lehrt, mindestens eine reelle negative Wurzel
danu, wenn simmtliche Coéfficicnten negativ sind. Die erwiihnte Um-
wandlung der Systeme (1) und (2) aher lisst sich so wie bei den
symmetrischen Gleichungen und nach derselben dort angegebenen

5 0 0 77, . . M TOLG h
Weise erzielen, wenn das Zeichen eines jeden Coéfficienten (7)
L3

hestimmt ist dureh einen Ausdruck wie:
+ (—1)rM+e@® (53)

unter ¢ (k) eine Function verstanden, die fiir jeden Stellenzeiger k
cine ganze Zahl wird. Dessgleichen iibertriigt sich auch hicrher die
dort gemachte Bemerkung hinsichtlich imaginirer Coéfficienten; denn
lisst man diese wieder ausgedriickt sein durch ein Product ihres
numerischen Werthes in eine Grisse wie (53), aber unter Annahme
nicht die Funelion ¢ (k) selbst, sondern nur 2 9 (&) solle stets cine
ganze Zahl sein, derart, dass unter ihmen imaginiire vorkommen kinnen,
so filhrt man, so wie im ecrsten Abschnitte unter («, 48, 49) ecin
symmefrisches, aueh hier das vorgelegte nicht symmetrische Glei-
chungssystem sehr leicht auf cin anderes mit durchgehends reellen
Coéfficienten hehaftetes zuriick, woraus folgt, dass das erstere trotz
seiner imaginiren Coéfficienten so lange keine imaginiiren Wurzeln s
zulussen werde, als das letztere solehe nicht bietet.



'Y . . . . - (33
Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen. 995

War es nun bei den symmetrischen Gleichungen von luteresse
Jedingungen kenuen zu leruen, an deren Erfiitlung das Vorkommen
von Wurzeln mit einerlei Zeichen in der Eliminationsgleichuug
gekniipft ist. so wird dies hier der gleiche Fall sein mit denen,
welehe, sobald ihuen Geniige geschehen, das Auftreten wenn nicht
durchgehends positiv oder negativ reeller Wurzeln, so doch solcher
herbeifiihren, deren reelle Theile an Zeichen nicht versehieden sind.
Wir sefzen ulso, einem schon gebrauchten Verfahren folgend, in die
Gleichungssysteme (1) und (2) » + & statt s, woranf wir das », von
dem sogleich vorausgesetzt werden soll, was sich spiiter als erforder-
lich zeigen wiirde, es sei positiv und grésser als jeder der Diagonal-
Coéfﬁcienten(%), auf die linke Seite der Gleieliungen bringen, und es
wird dann, damit die Eliminationsgleichung in s keine Wurzel mit
negativen reellen Theilen liefere, hinreichend sein, dass die in 5 keine
besitze, deren Modul grosser ist als ». Mit Ricksicht anf die kurz
vorher uachgewiesene obersic Grenze der Module der imaginiren
Wurzeln eines Gleichungssystemes mil beliehigen Coéflicienten wird
dies aber dunn Statt finden, wenn in den transformirten Systemen
(1) ond (2) entweder die Summen der numerischen Werthe aller je
ciner Horizontalreihe oder die der numerischen Werthe aller je
einer Verticalreihe angehirenden Coéfficienten gleich oder kleiner
sind als 7. Bezeichnen wir also diec Summe der numerischen Werthe
der Glieder einer Reihe wie:

1 e 3 n
(/.5), (T) (/) T (1.)
mit p,” ferner eine ilnliche Summe einer Reihe wie
3 k k k
SNSRI ()

mit p,” beide aber mit Ausschluss der Diagonal-Coéfficienten (%),

so werden, weil in den transformirten Systemen wegen der iiberwie-
genden Grosse des » die Diagonal-Coéfficienten die numerischen

Werthe
k
r— (%)

bekommen, die gesuchten Bedingungen offenber folgende sein :

B P
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oder die
k
r— () +p =< (85)

je nachdem man die Horizontal-, oder dic Verticalreihen des cinen
oder des andern der heiden Systeme (1) und (2) der Rechnung zu
Grunde legt. Damit also die Eliminationsgleichung ‘in s lauter
Wurzeln mit positiven reellen Theilen liefere, wird es hinreichen,
dass die Diagonal-Coéflicienten eine der Relationen

(2) = = n (56)
oder
(f) = > p" (57)

erfiillen und es werden, wie man sich leieht iiberzeugt, aun die Stelle
dieser Relationen folgende treten:

()

— (f) = > pi’ (59)

wenn die reellen Theile simmtlicher Wurzeln das negative Vor-
zeichen besitzen sollen.

I

> pi (58)

und

Darauf gestiitzt, lassen sich nun weiter Bedingungen angeben,
dic. wenn ihnen entsprochen wird, zur Folge haben, dass in siimmt-
lichen Wurzeln der reelle Theil den in ]":f multiplicirten, abge-
sehien vom Zeiehen, iiberwiegt, und solche derven Erfiillung das Gegen-
theil bewirkt., Jede Wurzel wie

s=a+p¥V—I1

gibt niimlieh zum Quadrate erhoben

—st(at—pB) 2BV I
und es werden die reellen Theile der s? durchgehends positiv oder
negativ, je nachdem fiir sammtliche Wurzeln s die Relation
78 (0
oder dic
{39>a2
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besteht; nun besitzen aber die Systeme zweiler Orduung ehen die s®
als Wurzeln, wir werden also, wm die erwillinten Bedingungen zu
crhalten, blos die schon oben unter (56— 59) gefundenen auf
Systeme zweiter Ordnung zu ibertragen haben. Sie sind daher, wenn
wir der Kiirze wegen mit p, die kleinere der beiden Grossen
i/ und p und mit ., eine @holiche aber auf Systeme zweiter
Orvdnung hezogene Grosse hezeichnen, nachsteliende:

( ’;)_— > P (60)

Erfiillen also die Co(i[hcwnten(zf ) alle Relationen der einen Art (60).

und

so herrschen in den Wurezeln der Eliminationsgleichung (25) die
reellen Theile vor und es gibt unter ilmen, abgesehien von Wurzeln
Nulle, namentlich keine reine imaginiive @ leisten sie aber allen der
anderen Art (61) Geniige, so herrsehen in simutlichen Worzeln die
imaginiiven Theile vor, und es gibt inshesondere unter ihnen, hei
gleicher Ausnahme keine, welche vein reell wiire.

Wir wollen nun auch hier, vin cinen Vergleich unserer Methode
mit der eombinatorischen hinsichitlicl ihres  praktisechen Werthes
ziehen zu kinnen, schen, wie viele Multiplicationen oder Divisionen
erstere auszufithren vorschreibt zar Darstelhimg  der Eliminations-
gleichung (25) in Zahlen.

Die Coéfticienten dieser Gleiching entstehen aus den Grissen S,
und diese wiederaus den Diagonal-Coéflicienten sinnntlicher Systeme.
Wiire es nun nicht moglich zur Kenntuniss der Diagonal-Coéflicienten
irgend eines hoheren Systemes zu - gelangen auf einem anderen
Wege als durvch Berechuung simmtlicher Codflicicuten der vorher-
gehenden Systeme, so hiitte man, da ausser dem urspriinglichen erster
Ordnung noch 22— 1 Systeme hiherer Ordnung mit je 22 Coéflicienten
erforderlich sind und jeder Codfficient, wie ihr Bildungsgescetz (44)
ausweist, dureh z-Muoltiplicationen gewonnen wird

wi (n—1)

Maltiplicationen anszufiihren, lediglich um die Grossen S zu berech-
nen. Die gesuchte Gesammtzahl wiirde sieh dalier, weil, wie schon

Sitzh, d. mathem.-naturw. CL XH. Bd. V. HI1. 65
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. 3 n(n+1 e . _——
einthal erwithnt worden L_) _)—41 Multiplicationen und Divisionen

nothig sind. um aus densS, die Coéltieienten 4 der Eliminations-

gleichung zu finden, auf:
ns (n— 1)+

belaufen. Gliicklicherweise ist aber dem nicht so. Es lassen sich
nimlich die Coéfticienten der Systeme hoherer Ordnung und zwar
voin ;l——}- | )‘"", wenn 2 gerade und vom (f—' 4;—1 -+ l)‘“‘ wenn
ungerade, direct durch eine z-malige Multiplication gewinnen aus
je zwei, der so eben erwiihnten, vorhergehenden Systemen. Man
gelangt zur hetreffenden Formel, entweder wenn man nieht wie bis-
lherirgend ein System von der Ordnung (p—4¢) stufenmweise aus dem
der ersten entstehen lisst, sondern durech Combination zweier, deren
Ovdnungszahlen pund ¢ sind, oder aber mittelst der Gleichung (42).

Srsetzt man in dieser » dureh p, & darch 2, maltiplicirt sie darauf mit

(7)1 und nimmt sodann cine Summation nach dem Stellenzeiger »

u (1)
S —1

von 1 bis 2 vor, so ergibt sich:

$1), (D=8

Gemiiss der Bedeutung der Grissen u und v ist aber:

‘ » )" 'n

S A" (') (= si9 vt ( ) = 8,7 v;%, . .
l k g k

- )

es wird also aueh:
RV I" . L . Q. @ : Py
( ) ( ) =8Pl et - s T902et s T inSe S L
,)

und dies verglichen mit (42), davin (p - ¢) statt » genommen, fithrt

aul

G- 6,6+ ("),,(,.) (9,6, *
+(), (), (53)

cine Gleichung, die offenbar eine Vom]]"mnmncl g des Bildungs-
gesetzes (44) enthilt umd deren Brauchbarkeit zi dem erwiihnten
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Zwecke augenscheinlich ist. Die Zahl der erforderlichen Rechnungs-
Operationen stellt sich demnach auf nur:

ne 2 (n—1) 4 nt 20Dy (64)

wenn n ge "ldo, hinO‘oﬂ'en auf

e (D) =D+ (=) A N

wenn 7z ungerade; und es ist, so wie im ersten Abschnitte bei den
symmetrischen Gleichungen, crweislich, dass sie mindestens von ge-
wissen, und zwar sehr niedrigen Werthen von 2 angefangen kleiner
sei als die durch die combinatorische Methode geforderte, und dies
wicder um so mehr, je grisser z oder die Zahl der aufzulosenden Glei-
chungen. Es Fisst sich aber auch die Umwandlung der meisten Multi-
plicationen in Additionen, aufwelche wir bei den symmetrischen Glei-
chungen hingewiesen haben, hicr wieder anwenden, nur die Zahl der
Elemente, aus denen dann siimmtliche Coéflicienten hoherer Systeme
dureh Addition hervorgehen, erleidel eine Anderung. sie wird 922, und
es sind zu deren Gewinunung 8 »* Multiplicationen auszufiihven, die
Gesammtzahlen (64) und (68) kinnen daher fiir ein beliebiges 2 auf:

8 e w(ntl)y (66)

B2
herabgesetzt werden; endlich gilt noch dasselbe von der eben dort
angegebenen Controle der Rechnung.
Wir gehen nun iiber zur Ermitlelung der w und v. Bezeichnen
wir der Gleichfirmigkeit wegen mit (%)0 (—i—)ﬁ die unter (39)
gefundenen Werthe der Symbole [w, v,] und [w, v,], so kinnen wir
die Gleichung (42) nicht nur fiir alle Zahlen 7 von der Einheit ange-
fangen gelten lassen, sondern auch fiir » = 0. Legen aber jetzt in der
erwithnten Gleichung dem 7 nach und nach die Werthe 0,1, 2.3 ... 2
bei, so fithren die so entstehenden:

w4 e e o e = ( )

S Wt et - S W S S eS 4 sttt = ( )

) (67)
)

S tuptep - 82020 o st e L L s et =

o

St s et —‘i- SelutpaligpS—i= Tty it —

f*\f'\
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zuniichst zu einem neuen emfacheren Bildungsgesetze der Coéfficien-
ten des »'* Systemes. Multiplicict man niimlich dieselben der Reihe
nach mit den Coéflicienten der Eliminationsgleichung 4,, 4,y .. . A;, 1
und addirt sie hierauf, so versehwindet in der Summe der links vom
Zcichen stehende Theil, weil ja die s, s, . .. s, dic Wurzeln der
letzteren sind, man enthilt daher als Resultat:

h h .
(D 4G, 4Gt (),
h .
A, ,) =0 (68)
cine Gleichung, die man symbolisch auch noch so sehreibeu kann:

ri(E) = (69)

Hitten wir aber die Reihe der Werthe, welehe wir in (42)

dem 7 ertheilten, anstatt vou der Nulle von diesem selbst beginnen
fassen, so wiirden wir in dersellien Weise, nach der wir zu den Glei-
chungen (68), (69) gelangten, aueh noch folgende bekommen haben

().t 4 )it ,,( )wm_
e ()t (), =

oder was dasselbe ist, die:
(G =0 (10)

woraus zu erschen, dass das neue DBildungsgesetz. dureh welehes
hiohere Coéflicienten durch alle jene, welche in 2 vorhergehenden
Systemen dieselhe Stelle einnalimen wie der gesuchte in seinem und
die Coéfficienten der Eliminationsgleichung ausgedriiekt evscheinen,
sich anchauf alle die erstreeke, deren Ordnungszahl grisser ist als 2.

Multipliciren wir aber jetzt die Gleichungen (67) und zwar nur
die ersten n— | derselben der Reihe nach mit den dureh die Relation

F
Fe = Aot A s At s L L Ay s (1)

S—Su
delinirten Grossen 2 und addiren sie hierauf, so bekommt in der Summe

jedes der Producte w, ¢, dessen oberer Stellenzeiger von p verschie-
den ist, die Nulle zum Factor, wiithrend jenes, dessen oberer Stellen-
zeiger chen das poist, in K. (s,) multiplicirt erscheint, wir gelangen
somit zu:

» I h
Wit ke (-",:)’-—7\(-”( ,:’)" + ’1“( ) L S Y (',_')n._
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Wordaus

§ (L)

By ar (13)

F(s.)

hervorgeht, eine Gleichung, die offenbar fihig ist, die Werthe aller der
Wurzel s, zugeordneten ¢ und » wiederzugeben, sobald nur noch
eine unter letzteren Grossen stattfindende Relation festgeselzt ist.
Hier wiire also erst der Ort, die Eingungs unter (7) statuirte
Relation in die Rechnung einzufithren, dies ist jedoch ganz iiber-
fliissic — es geniigt, die noch je cine willkiirliche Constante ent-
haltenden @ und y darzustellen, da es stets moglich ist, von diesen
auf die w und p zuriickzukehren. Zu diesem Zwecke dividiren wir
die (73) darin /i mit £ verweehselt mit v,*, verbinden sie dann mit
den Gleichungen (3). den gemeinsehaftlichen Nenner v* £ (s,) in
die erwiihnte Constante ein]wn'reifcnd, und bekommen somit :

kNy) 2!
= (" ( ‘ (74)

Il/,"l‘/‘»:" E

withrend ein dhnliches \'t'rl':lln'on i bezug aul die v und y:

g = (S {A,»(%)r{'" : (78

2l v

liefert. In diesen Formeln sind sowoll die €', € als der Stellen-
zeiger L willkiilich; nur miissen diese Grissen dieselben bleiben, so
lange wman nicht von den einem bestimmten g zugehirigen Reihen
dem @ und y zu den ciner anderen Wurzel entsprechenden iibergeht.
Beniitzt man aueh hier die schon oft gebrauehte symbolische Be-
zeichnungsweise, so lassen sich von den Gleichungen (74), (75) die

LG

o — (76)

(h)"

cine weit iihersichtlicher

und die amlere so schreiben:
o= 0 — - (77)

Der viclleicht zu wiinschende Riickbeweis dafiir, dass die ans (74).
(75) gezogenen Werthe der o und y den zor Auflosung vorgelegten
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Gleichungssystemen (1) und (2) wirklieh Geniige leisten, wiire aber
fiir die .2 etwa folgender:
Man multiplicirt die Gleichung (74) nach Hinweglassung des .

e : . N .
der Kiivze wegen mit (7.) und pimmt hieraul mit ihe eine Summation
nach dem Stellenzeiger £ von 1 bis 2 vor, wodurch man mit Beriick-
sichtigung des Bildungsgesetzes (44) zu:

\BTZA T s \E T g j &2 -
L} '(k).z,f"' = { \S (A,. (/f)"HSo (78)
gelangt. Da aber die A der Relation entsprechen:

)‘r - S7-r+1 "\‘ Au—r—i

so lange » kleiner ist als 27, hingegen gleich Null sind, wenn 7 gleich
oder grosser als 2, so kany man die (78) auch so schreiben:

yI(; )w’—v’eb{r( ), -
S ) e (D

woraus in Yerhindung mit (74) davin £ durch ¢ ersetzt und wegen :
3)\0 = An

) T € R € MR
baeZ) (D)

folgt. In dieser Gleichung versehwindet aber, zu Folge der Relation

(19)

auch:

(68) das ganze in (" multiplicirte Polynom, sie geht daher iber in
nachstehende

(Dt (Dot ()t (B ramen, a0

und damit ist derverlangte Beweis, der sich genau in derselhen Weise,
wie leicht zn ersehen, i die y fithren Eisst., geliefert.

Nachden wir so auch fie die nicht symmetrischen Gleichungen
alle nothizen Formeln entwickelt haben, nuter der Annalime, die
Eliminationsgleichung in s besitze lauter versehiedene Wurzeln, liegt
es uns mur noeh ol zu zeigen, dass ihe Bestand keineswegs abhiingig
sei vou dieser Yorausselzang, und dies wird wieder nur nothwendig
scin in Bezug anf das so eben hehandelte  Gleichungssystem  mit
beliebigen Coéfficienten, da ja dieses das mit symmetrischen Coéffi-
cienten behaftete als speciellen Fall in sich sehliess(.
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Wir haben aber die erwilnte Voraussetzung wiihrend der
ganzen Rechnung nur zu einem Schritte bendthiget, nimlich zur Fest-
setzung der Gleichungen (30) und (31) oder was dasselbe ist, der
(39) und Ableitung der (42) aus denen (20) und (21) mittelst der
(39); zur Herstellung des verlangten Beweises wird es also geniigen,
dic Gleichungen (20) und (21) viickwiirts aus denen (31), (32)
und (42) entstelien zu lassen, jedoch olne die bewusste Annahme
dazu zu gebrauchen. Dies gesehicht nur dureh eine Multiplication
der (42) mit i und darauf folgende Summation nach dem Stellen-
zeiger ko von | bis s fiir (20) und durch dieselbe Operation aber
mit »# vorgenommen fiir die (21); im ersteren Falle erhilt man
mit Hiilfe der Relationen (31) und (32):

h h h h
(T)r"' **—|—( 3 ),_n.ﬁ-# (E)ru;ﬁ*—{« 5oC (;)ru,,!*-——-s“”u,,f* (82)

und im letzteren

1 2 m 3 w s ” 2
(l’;’)r l-l}"—*—( A)r a4 (k)rl';;y'—*« PR (—]:-)1 P ==y, vt (80

also die Reprisentanten siunmtlicher Gleichungen der Systeme (20)
und (21) woraus sogleich folgt. dass sieh die gegebenen Systeme
(1) und (2) mit ihren Bedingungsgleichungen (5) und (7) ersetzen
lassen dureh die (7), (31). (31) und (42), denn der einen wie der
anderen sind wie leicht zu erschen, genau so viele als es Unbekannte
gibt, némlich 22 ». Dic ohen dargesteliten Auflisungen fiir die
u und ¢ miissen daher. sehon ihrer Form nach, den urspriinglich gege-
henen Gleichungs-Systemen (1) und (2) Geniige leisten, es evleidet
demnach keinen Zweifel, dass sie dies aueh dann noch thun, wenn die
Eliminationsgleichung in s der Wurzeln gleiche bicten sollte, es
frigt sich nor mehr, oh die frilhier ausgesprochene Vermuthung : es
macehten fiir eine doppelte oder mehrfache Wurzel nicht blos zwei
oder entsprechiend mehrere Reilien zugehvrender « und », sondern
deren cine weit grissere Zuahl die Gleichungen (1) und (2) erfiil-
len, sich hestitige; dies ist in der That der Fall. Sind niimlich etwa
zwel Wuarzeln s und s, einander gleieh, so kann man aus den Glei-
clhingen (67) die correspondirenden Producte w,t o, und 0,2 v,2
nicht mehr einzeln bestimmen, sondern nur deren Summe und zwar
durch eine Multiplieation der ersten 22— 1 derselben der Ordnung
nach mit den jetzt durch die Relation

I"(“" N a7 9 9
= = 2o F Ais F 284 . . A, o8 (84)
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in weleher o die doppelte Wurzel hedentet, delinirten Grissen X und
darauf folgende Addition. Das Resultat

Sr(DLT )

' e - et = (85)

G

zeigt dentlieh, dass noch cine Bedingnngsgleichung zwischen den

'l wd, vt et oaufgestellt weeden miisse, um in Verbindung mit ")
alle 2 und », die den Wurzeln s zugeordnet sind, einzeln zu bestimmen,

und es ist daher wegen der Willkiir diese Bedingungsgleichung zu
withlen, miglich. unzihlige Doppelreilien der wt, w2, ¢, v2 zu finden,
welche alle die Eigenschaft haben die vorgelegten Gleichungssysteme
(1) und (2) zu erfiillen.

Was nun das Vorkommen gleicher Wurzeln in der Eliminations-
gleichung hetriflt, so lassen sich wenigstens fiir zwei Fille bestimmte
Kennzeichen angeben.

Sind nitmlich erstens alle Wurzeln einander gleich, so geht,
wenn man ihren gemeinschaftlichen Werth 5 nennt, die Gleichung (42)
iiher in :

( ) =" (e + Wt ot o we®) (86)

uind liefert dann gemitss den Relationen (39
o

(%) = (87)

so lange 4 von k verschieden, hingegen

G)== (88)

wenn fro =k genommen wird, es verschwinden also simmtliche
Coéfficienten mit Ausnahme der diagonalen, von welchen letzteren
aber alle cinerlei Ordnung cinen  gemeinschaftlichen Werth be-
kommen und die stets beim Ubergange von irgend einem Systeme zu
demuidehst hiherem i Verhiltnisse von 1:5 wachsen: siml aber
zweitens die Warzeln, wenn aueh an Zeichen von cinander veirschieden,
doch an numerischem Werthe cinander gleich — und dies ist der
IFall, auf welehen wir im ersten Absehnilte hingewiesen liaben— so
geht die Gleichung (42) in Bezug auf Systeme ungerader Ordnung
iiber in:

h
/) =3 (e R ed S s -t ) (89)
S
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eine Relation, in welelhier der Zeichenweebsel der cinzelnen Glieder
des Polynoms der w und » durch den Zeichenwechsel der Wurzeln
hestimmt ist und o den gemeinschaftlichen numerischen Werth der
letzteren hedeutet, in Bezug auf Systeme gerader Ordnung aber in:

] -
(L) (et 4 wpt o 4 wps vy IF o o LT (90)

Hier verschwinden also, da die Gleiehung (90) wieder gemiiss der

Relationen (39)
(). = 1)

(£).. = = (92)

fir gleiche Stellenzeiger & und £ lefert, simmtliche Coéflicienten
gerader Ordnung mit Ausnahme der diagonalen, von denen alle cinem
und demsellen Systeme angehirenden unter einander gleieh werden
und die so wic simmtliche ungerader Orduung nach (89) beim
lherﬂ"au"c von irgend cinem Systeme zu dem entsprechenden des
niachst hoheren, respective gerader oder ungerader Orduung, ein
Wachsthum im Verhiltnisse von 1:452 zeigen.

fiir ungleiche und

Der eine wie der andere Fall wird sich daher, da von den ihne
cigenthiimlichen Relationen namentlich die (87), (88) fiir das

urspriingliche und die (91), (92) fiir das System zweiter Ordnung
gelten, sehr bald verrathen.

b. Bestimmte Gleichungen,

Unm die Auflosungen der mit denselben Coéfficienten wie die
unbestimmten behafteten hestimmten Gleichungen niimlich :

@t @Dt Glat - (Dans
D+ G b (Dt (B,

(D

(D + @t rms
(")t,,.{_( )1‘ +(" et () =g,

n
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und:

(:)3/1+('.;:)3/-:+(::)!/3+ .o .()l—l)y,,='r,,
(;)’/1'{’(2)"/~+('§')y3+ ( )/,.='f/‘;-
9o G - - ()

Do+t

darzustellen als Functionen der w, v und der Wurzeln s, unterwerfen
wir die ersteren naeh und vach einer Mulliplieation mit den fir alle
Stellenzeiger p. anfzusehreibenden Factorenfolgen

(L o, 1-,39’ v 17nl*

die letzteren aber einer mit denen:

TR TP o 179 SR T
und addiren hieranf alle je eines Systems. Dieses Verfahren liefert
uns mit Riicksicht auf die Abhéingigkeit der u und » von den Coéfli-
cienten anstatt der Gleichungssysteme (1) und (2) die folgenden:

s (e v+t ety o)) =8l L& S el
(i +ae, et )=S0+ 554 8l (3)
sy (u] + vy - (i 2 W -"n) = 5 4+ & rit-& 34

ey

5 &

.s"(r,r' —}—z,.z,-{—r wb r")—:',r"—{—fz + Guit+ .. & vp
nnd
s (g yy by gy by = au - ves s w0
sy (Wi 4wy 4 Gy + i y) =l Al G+ g
50 (0 e A1 A g 0 ) = i
s, (i yc oy iy, gy =a 8 a4 L,
Um nun etwa die o und g, zu ermitteln, multiplicire man aber-
mals die einzelnen Gleichungen des Systems (3) der Reihe nach mit

! ot s ")

— G . 000G —

8y S84 S, 8

die des Systems (4) hingegen mit:

vttt s
=R ! 5 .
$ & 8 Sn
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und addire sowohl die einen als die andern. Gemiiss den Relationen
(39) des vorigen Abschnittes fiilrt dies aber auf’:

o oy i 1 « Dy, N
> Uy U 1| llk 1y Uy
o= ¢ [ —+ — -

S Sa Sa

1 1 2 3 «n
o [N e TORSTIY ",
R R T

St Sa
1 1 a N n
o [V, U Iu u° P
+ S ["— + e + S _—)— o
Sy S Su
unil
et e e
U™ vy Wt e ) s Uk s U
wo=u o T e [
- Sa Sn > -5'] So
- 1 1 2 2 n n
," rk“] (Vo R Uy~ 1k ST
L I [ LEC R
i R "

Core ! RT z"zq et "
[ ey

/ = S, S 1

T w” eyt

+

n
i Sy S5

i n l.k“
+ .. ;_] (6)
L 2 19 Sn

r 1

Formeln, die nach Ubertragung einer cingefiihrten Bezeichnungsweise
auf negative Ordnungszahlen

w,t vy vt Y T e -
( e gy e (1)

S5 S Sy

fiir die Auflosungen des Gleichungssystems (1):

J-,z(.{)_jcwr(l a3,
w=(3) a4+ G s+ G,
= (D) 5+ () s+ (:%')_

= (3) 4+ ()& ( )_1 '

oy
i v
vy

B3
oy
;[r

oy
“

v

f

x|
R A
i"v

$n (8)

)

vy
+ + +

o

oy
c’;‘
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und fiie die des Systemes (2):
n

p= () ot ()t Gt

| ().
n= ()t Gyt Gt G
(),
).

,} n

=) wt () mt(G) wt - (F),m®

w= ()t Gt C) koo

als einfachere Schreibweise zu lassen. Die Coéfficienten negativer

3

Ordnungszahl und namentlich die oben erscheinenden gehen aber,
was sich so wie bei den symmetrischen Gleichungen erweisen lisst,
ebenfalls in das bisher nur fiir Coéflicienten positiver Ordnungszahlen
anfgestellte allgemeine Bildungsgesetz ein. Es wird also auch die
Gleichung (70) des vorigen Abschnittes noch fiir negative Ordnungs-
zahlen 7 Giiltigkeit haben. Setzen wir aber in dieser r =—1

@), + 4G, +4 G ),,_ + oo HIE
A.( )_1 (10)
(), = — {(%'),,_,+ (G ALt

)] i

b S0
(7)_1= (;L) A — m% (12)

. . R h
also cine zweite Darstellung der Coéfficienten (,— —y und zwar

oder symbolisch

bequemer als die (7), denn wach ihr hat man zur Berechnung der
genannten Coéfficienten nicht mehr die Kenntniss siammtlicher u, »
und der Wurzeln s nithig, sondern es geniigt die der Coéfficienten
vonu Systemen positiver Ovdnungszahl und der Eliminationsgleichung.
Die Coéflicienten ( )_‘, werden mun auch hier heim Yerschwinden
einer oder mehrerer Wuorzeln s unendlich uml die Anflosungen (8),
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(9) nehmen im Allgemeinen davan Theil. Letzteres wird unr dann
nicht eintreten, wenn in Bezug auf die 2 die & in Bezng auf die y
aber die » in gewissen Relationen zu einander stehen, und zwar
werden diese fiir je cine Wurzel

folgende sein

vy

o ) =t F ot S Ft G4 k=0 (14)

und

) =yttt s o wt Yy, =0 (15

’
denn 5,

und 3,7 sind die gemeinschaftlichen Factoren aller bezie-
hungsweise in (8) und (9) vorkommenden Briiche, deren Nenner die
Wurzel s, ist. Ist dies nun der Fall, so bekommen zwar die Auflo-
sungen (8), (9) endliche Werthe. es Dleibt aber in ihnen eine

gewisse Willkiir zuriiek, sie kinnen niimlich anf die Formen

o= g (16)
und

Yo = Y0+ g 0 (17)

4
gebracht werden, wenn man mit ¢," und ¢,” die Briiche % und %
mit @, und gy, aber jene Bestandtheile, der in (8) und (9) rechts
vom Gleichheitszeichen hefindlichen Polynome, welche von nicht
der Nulle gleichen Wurzeln herriihren, bezeichnet, enthulten also
unter dem Bestande der Relationen (13), (14), (15) die ganz will-
kiivlichen Grossen ¢, und ¢., von denen sowohl die mit cinem als
die mit zwei Aceenten versehenen der Zalil so viele sind, als der
Nulle gleiche Wurzeln in der Eliminationsgleichung vorkommen.

Bedient man sich bei Auflosung zweier Systeme bestimmter
lineaver Gleichungen wie (1) und (2) der combinatorischen Methode,
so beginnt die Rechnung damit ans den Coéfficienten dervselben, die
Determinante zu bilden und zwar als Complex der Symbole (%)
nicht aber als Zahl. Dann ordnet man sie Behufs der Aufliosung des
Systemes (1), nach den Coéfficienten aller Verticaleeihen ehen dieses
Systemes. gibt ihr also die Formen :
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M= (11)1': + (1:) Pt (%) pi+
==(1]pé+—(3)p:+»(3)pz+

Lichlenfels.

- (it G+ ()t

S+ G ()it

der Auflbsung des Systems (2), nach den Coétlicienten
Yerticalreihen des Systems (2), gibt ihr also noch die

und Behufs
sinmmltlicher
Formen :

M= (%) 4i -+ (:%) dt ()t
— )i+ (3) e
=()w+()ﬁ

( )4

Y @t (et

Jetzt rechnet man die p und ¢ in Zahlen und trigt die ersteren

in die Gleichungen:

Mo, = pi &
M, = py €
My, = ps &

Myt = p)

& + ]'T; & F 1);“: & + .

die letzteren aber in die:

My, = q1
My, = ¢

My, = ‘ji A

/]I’In = ’[l

‘u+'1 fu+

Ty g e A g
woA e+
—*—’jg'ﬁz"&'(/ LE

(3)d+

,.;+ .

()n
Gy
)

e

(18)

G
()i
(n)l"

(n)qn

(19)

iRel
N A
< ps e,

(20)

e Rt

* _([n .qn
M (/l-l Yin

M (Ig Tin

(21

Gn M

ein, aus welehen sodann heziehnngsweise die Werthe der Unbekannten

2 und y gezogen werden kinnen. Vergleicht man nun die Auflésungen
(20), (21) mit den von uns in (8) und (9) gebotenen, so ergibt



Uber die Theorie der linearen algebraischen Gleichungen. 1011

sich zuniichst cin Zusammenhang der p und ¢ mit den Coéflicienten

. h .
negativer Ordnungszahl (T) _ 1 wie folgt:

ph=gt= () = ar |20 4 20ty e ] o)

Diese Relation, analog der (13) im zweiten Abschuitte, ist darum
von einiger Bedeutung, weil sie uns zu eciner Vervollkommnung der
oben in Kiirze angedeuteten, von Krammer fir die Anflosung
hestimmter Gleichungen wngegebenen combinatorisehen Methode,
bestehend in ciner Verwendung derselben auch zur Auflosung unbe-
stimmter Gleichungen, gelangen lisst.

Die Determinante M ist néimlich, wie bekannt, gleich dem letzten
Gliede der Eliminationsgleichung dieses aber mit dem positiven oder
negativen Zeiehen genommen, je nachdem »x gerade oder ungerade,
das heisst, sie ist das Produet siammtlicher Wurzeln s, verschwindet
also cine der letzteren ctwa die s, und wir wollen dies fiir einen
Augenblick voraussetzen, so reducirt sich offenbar die Relation (22),
wenn wir das Product aller ibrigen Wurzeln mit 3, bezeichnen,
auf:

P =gl =M wP vk (23)

Nun ist aber klar, dass die Hinzufiigung einer und derselhen
Grisse etwa — « zu simmtlichen Diagonal-Coéfficienten (%)keinen
unmittelbaren Einfluss auf die Grossen » und » nimmt, sondern weil
siec aus den bheiden Systemen unbestimmter Gleichungen durch die
Substitution

s=3s 4«
also durch Einfihrung einer neuen Unbekannten der Eliminations-
gleichung s sehr leicht wicder entfernt werden kann, nur in so ferne
als man die erwithnten Grissen nach der angezeigten Veriinderung
als Functionen der Wurzeln s' nicht aber der s betrachten will, dass
also die in den transformirten Systemen irgend eciner Wurzel

Sp =S8p—a

entsprechenden wund v genau dieselben sind, welche in den urspriing-
lichen der Wurzel s, zugeordnet waren. Die Gleichung (22) auf das
transformivte System hezogen, wird daher, wenn man die Vertausehung
siimmilicher Diagonal-Coéfficienten (2) mit denen (;—) — o an
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den Grossen p, ¢ wnd M durch Einklammerung derselben und Bei-
figung des o kenntlich maeht, folgeude sein

1,80, u,,’-'vk2 50,8 Wt ot

VAR AR R R St L 2 (24)

a.z— a Sg—a §,—a

Willen wir aber jetzt:
o =5,
gleich einer der Wurzeln s, so gibt es unter denen s eine der Nulle
gleiche, nimlich die
’
s =8, —a

wir haben somit den unter (23) erwithnten Fall und die Gleichung
(24) geht, da wie leicht zu ersehen

M sy = (— 1) F(s,)
und

| M s, = (— )" F'(s,)
wird, iiber in die:

[Pa¥]su= lga*lsp. = (—1)" m? Pt F' (8,)s (25)
welehe die Stelle der im vorigen Abschuitte gefundenen (73) vertritt
und in Verbindung mit der eben dort angenommenen Relation (7)
hinreicht alle einzelnen w und » zu ermitteln. Was die 2 und y in
der ihnen bei den unbestimmten Gleichungen gegebenen Bedeutung
betrifit, so liefert die (28) fir sie nachstehende sehr einfache
Ausdriicke:

ot= C |ty = 6 [ ], (26)
wid
gt = Cl Lt s = Clmtls, (27)

in welehen wieder der Stellenzeiger A mit der Einschrinkung nicht
zu weehseln, so lange man nieht zu den einer anderen Wurzel ent-
sprechenden e oder y iibergeht, helichig gewiihlt werden kann. Will
man also von der hier gezeiglen Erweiterung der combinatorisehen
Methode Gebraueh machen zur Auflisung der unbestimmten Glei-
chungen, so hat man, sind die Determinande und ihve Entwickelungs-
Coésfiicienten p und ¢ cinmal gebildet und die Wurzeln der Elimina-
tionsgleichung gefunden, nur mehr nithig in den als Polynome der

/ . q v .
(',:—) hetrachteten p, ¢ simmtliche Diagonaleoéfiicienten

()
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der Reihe nach entsprechend den verschiedenen Wurzeln s, durch
k
(2) —s
zu ersetzen; die derart veriindervten Polynome p und ¢ sind dann
selbst schon die gesuchten Werthe der Unbekannten oder doeh diesen
proportionale Gréssen.

Wir haben uns schon im zweiten Absehnitte hei den symmetri-
schen bestimmten Gleichungen dahin ausgesprochen, es misse von
den zu ihrer Auflisung dienlichen Methoden, der auf die combina-
torischen Eigenschaften der Determinante sich fussenden im Allge-
meinen der Vorzug eingeriiumt werden im Vergleiche zu der von uns
dargelegten — und allein den Fall ausgenommen, das auf ein System
bestimmter linearer Gleichungen fiilhrende Problem erheische aucl
noch die Auflosung cines édlnlichen Systemes aber unbestimmter
Gleichungen — es gilt nun ganz dasselbe beziiglich der nicht
symmelrischen Gleichungen; ob aber dic im ersten und dritten
Abschnitie oder die kurz vorher unter (26) and (27) gewonnenen
Auflosungsformen der unbestimmten Gleichungen grossere Bequem-
lichkeit hieten, darauf liegt die Antwort in dem schon frither iiber
die Bildung der Eliminationsgleichung, also auch der Determinante
Gesagten, indem wir daher schliessen, erlauhen wir uns nur noch
daranf hinzudeuten : die ganze hier durchgefiihrte Behandlungsweise
algebraiseher linearer Gleichungen empfehle sich iiberdies dadurch,
dass sie allen bei cinem wie oben erwithnten Probleme etwa noch
ferner nithigen Rechnungen ecine gewisse Eleganz zu verleihen im
Slande ist.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XiL. Bd. V. lft. 66



